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The equation ¥, aj_w mef Tu?s (@ y,7sw) =0 is analysed with respect to the following con-
v

sequences. In I the group theoretical structure of the equation is studied. The equation is invariant
under a number of continous transformations: the inhomogeneous Lorentzgroup, the transformations
of PauvLi, Girsey and Touscuek, and the scale transformation [z — 72 or w — %2y (z 7, 17)]. The
PauvLr-Gursey group is used for the interpretation of the isospin; the ys-transformation of Touscuek
establishes a quantum number /v , and the scale transformation leads to a quantum number [y , which
both are connected with the baryonic and the leptonic number. The strangeness s=Iy—I[g is sug-
gested to be connected with the discrete groups of the equation and could then be defined and conserved
only modulo 4. Of the discrete groups only the well known transformations P, C and T and the reversal
of [ (I->—1) are briefly discussed. In II the vacuum expectation values of products of two field operators
are studied. These values are considered to be only in a first approximation invariant under the Isospin-
group. The deviations from the PauL-Girsey symmetry in higher approximations are supposed to be
due to the replacement of the state “vacuum” by an idealised state “world”’, which possesses an infi-
nite isospin; the strange particles are consequently interpreted as states which “borrow” an isospin /2
or 1 from the ground state “world”. The concept of “One particle-wavefunctions” is discussed in III.
The fermions of finite mass belong to wavefunctions obeying a KiLein-Gorpon-spinor equation instead
of a Dirac equation. The connection with the conventional formalism of the Dirac equation is treated
in detail. The process of “-conjugation springing from these discussions is used for a variation of the
methods of approximation needed later on for the determination of mass values and the pion-nucleon
coupling constant. In IV the Tamm-Dancorr method is applied in two different forms for an estimate
of the masses of nucleons and sz-mesons. The masses and the symmetry properties of the particles
agree qualitatively with the experimental results. The scattering of zz-mesons from nucleons is treated
in V by a method related more closely to the Berue-SavrreTer theory than to the Tamm-Daxcorr method;
the theory leads to a relativistic pseudovector-coupling as the main term and to a value of the coupling
constant of the right order of magnitude. In VI the interaction for f-decay is analysed with respect to
its symmetry properties. The theory leads to cs=cT=cp=0 and, in the lowest approximation, to
cA= —cv , while in higher approximations the ratio ca/cy will be somewhat altered. In VII some
mathematical questions are discussed that have been raised by Pauvwr at the Geneva conference 1958.
For the renormalized operators of the Lee model an integro-differential equation is given, that con-
tains only the arbitrarily small time interval A¢ . It is further shown in detail why a linear differential
equation leads to d-functions on the light cone for the propagator, while a non linear differential equa-
tion can produce there a different kind of singularity.
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Die nichtlineare Spinortheorie, iiber die in einer
Reihe fritherer Arbeiten 18 (vgl. auch ®712) berich-
tet wurde, bietet die Moglichkeit, neben den iblichen
Erhaltungssédtzen auch die Erhaltungssitze fiir die
Baryonenzahl und den Isospin darzustellen, wenn
man, einem Vorschlag von Girsey 13 folgend, die
von Pavir!* fiir die Neutrinotheorie gefundenen

* Der Aufenthalt von K. Yamazak:r in Gottingen und Miin-
chen wurde durch die Alexander v. Humboldt-Stiftung er-
moglicht.
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Von fritheren Arbeiten, die von einer nichtlinearen Spinor-
theorie Gebrauch machen, seien erwdhnt: ® E. Fermi, Z.
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Transformationseigenschaften mit den eben genann-
ten Erhaltungssétzen in Verbindung bringt.

Wie von PauLr und einem der Verfasser gezeigt
wurde 116, kommt man dabei zu der Differential-
gleichung 7

(1)

Phys. 88, 161 [1934]. 1 W. HersenserG, Z. Phys. 101, 533
[1936]. ' D.Iwanesko, Phys. Z. Sowjetunion 13, 141
[1938], und 2 D. Iwanexko u. A. Bropsky, C. R. Acad. Sci.
USSR 84, 683 [1952].
13 F. Gtrsey, Nuovo Cim. 7, 411 [1958].
14 W. Pauir, Nuovo Cim. 6, 204 [1957].
15 W. Heisenserc u. W. Pauvri, On the Isospin group in the
theory of elementary particles. Preprint 1958.
W. HersexBerg, Proceedings of the Conference on High
Energy Physics (CERN, Geneva 1958).
Der zu vy adjungierte Operator wird hier mit @ bezeichnet,
da dies in den letzten Jahren allgemein iiblich geworden
ist. In den fritheren Arbeiten war fiir diesen Operator y*
geschrieben worden.
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die moglicherweise als Grundlage fiir eine einheit-
liche Theorie der Elementarteilchen dienen kann.
Die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe,
einige einfache Folgerungen aus Gl. (1) zu ziehen;
ihre gruppentheoretischen Eigenschaften sollen we-
nigstens teilweise aufgekldrt, die Masseneigenwerte
der einfachsten Elementarteilchen nédherungsweise
berechnet, ihre Wechselwirkung abgeschitzt werden.

I. Die gruppentheoretischen Eigenschaften
der GI. (1)

a) Kontinuierliche Gruppen

Die Gl. (1) ist zunachst invariant fur alle Trans-
formationen der inhomogenen Lorextz-Gruppe. Dar-
aus lassen sich in der klassischen Theorie ebenso
wie in der Quantentheorie die Erhaltungssitze fiir
Energie, Impuls, Drehimpuls und die Schwerpunkt-
sitze herleiten. In der Quantentheorie ist dabei zu
beachten, dall Translation und Rotation nicht mit-
einander vertauschbar sind. Man kann daher den
Drehimpuls eines Systems um eine Achse nur dann
durch eine Quantenzahl charakterisieren, wenn der
Translationsimpuls des Systems senkrecht zu dieser
Achse entweder verschwindet oder unbekannt ist.

Gl. (1) bleibt ferner ungeéndert bei den PauLi-
Girseyschen Transformationen 13 14:
y—>ay+by; CT1 9T P—>a* P+ by Cys [1]
(mit |a?|+]82|=1); P=y"ps5 CraCl= -y,

CysC =y, CT'=-C

und der zuerst von TouscHEk !8 diskutierten Trans-
formation:
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Die Gruppe I ist der Gruppe der Drehungen im
dreidimensionalen Raum isomorph. Die zugehérigen
»Drehimpulse® I, I,, I3 sollen mit den drei Kom-
ponenten des Isospins identifiziert werden. Insbeson-
dere ist es zweckmalig (aber nicht notwendig!),
die Komponente /; des Isospins, die zur Ladung des
Elementarteilchens beitrdgt, mit der Transformation

y— ety (2)
zu verkniipfen.

Die Transformationen der Gruppe II sind mit
denen der Gruppe I vertauschbar. Der zugehorige
»Drehimpuls® Iy soll in einer noch naher zu be-
zeichnenden Weise zur Baryonenzahl beitragen.

I und II zusammen sind der Gruppe der unitiren
Transformationen zweier komplexer Variablen iso-
morph. Die Untergruppe I entspricht den unitdren
Transformationen mit der Determinante 1.

Durch I und II werden in der Quantentheorie
drei unabhédngige Quantenzahlen /, I3 und Iy defi-
niert (2=71>+1,>+1,?), die halb- oder ganz-
zahlig sein konnen. In der Niherung, in der es
moglich ist, ein fir I und II invariantes ,,Vakuum®
zu konstruieren, miissen Zustiande, die durch An-
wendung einer geraden bzw. ungeraden Zahl von
y-Operatoren auf dieses Vakuum entstehen, zu ganz-
zahligen bzw. halbzahligen Werten von 7, I; und 7y
gehoren.

Diese Quantenzahlen reichen aber zur Beschrei-
bung des empirischen Systems der Elementarteilchen
noch nicht aus. In der oben erwahnten Arbeit!®
wurde daher in Anlehnung an die bekannten pha-
nomenologischen Darstellungen vorgeschlagen, fiir

die Ladung Q und die Baryonenzahl ¥

Taysgye = 7 plars l
yw—eliny; P> pelitns, [I1] Q=13+*§’ (3)
(Das Zeichen T bedeutet Vertauschung von Zeilen Nelos v "
und Spalten bei den Dirac-Indizes.) =Nt 3 (4)

Tab. 1*.

lp n n p ‘e+‘7v v | e |atnda | A, 2+ 202~ E-EF° \K+tK, Ky K- | put w ||
I, [#—% #—4| #|—¢ #|-$|102| 0 1 o-1|~% %|¢=% #—%| 0 ©fl0
T |d d—F—k| ¥ F—F|—4{00 0 0 0 0 O~y 4|4 44| 110
Q 1 0 0—1% 1, 0 0|—-1 10 -1 0O 1 0-—-1 -1 011 0o 0 —1 1-1j0
Iv | 44— —+% % $£00 0] % % & & & £ 0 0 0 0 —5 F 0
Told bbb 3 #-F —HO00 0 b & 3 3 £(0 0 0 O -} |0
N 1 1-1-1, 0 00 000 0 1 111 1 100 00 0 0 0
lg—Ix 0 0 0 0 0 0 0 000 0 —-1-1-1 —li -2 -2 1 1-1-1 1 -1 0

* Die Bezeichnungen » und » sind gegeniiber der urspriinglichen Tabelle vertauscht, um in Ubereinstimmung mit der konventionellen Bezeichnung den

p-Zerfall des Neutrons alsn—Dp + e* + » beschreiben zu konnen.

18 B, Touscuex, Nuovo Cim. 5, 1281 [1957].
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zu setzen. lp und Iy sollen zwei weitere Quanten-
zahlen sein, die mit der ,,Seltsamkeit” (strangeness)

s der Teilchen durch die Beziehung
S= lQ — l‘v (5)

verbunden sind und auBlerdem die Definition der
Leptonenzahl gestatten. Die Quantenzahlentabelle
der genannten Arbeit ist hier als Tab.1 nochmals
wiedergegeben. [y und [y miissen beliebige positive
oder negative Werte annehmen konnen, um die be-
obachteten atomaren Systeme darzustellen. Dagegen
braucht die Quantenzahl s nicht die ganze Reihe der
positiven und negativen ganzen Zahlen zu durch-
laufen. Vielmehr scheint es fiir die Darstellung der
Erfahrungstatsachen zu geniigen, wenn s die Werte

s=0, £1,2 (6)

annehmen kann, also gewissermaflen nur modulo 4
definiert ist (vgl. 19).

Man wird daher noch mindestens eine kontinuier-
liche einparametrige Gruppe zur Darstellung von [,
oder Iy brauchen, wihrend fiir die Darstellung von s
eine endliche, diskrete Gruppe ausreichen sollte '°.
In dem erwidhnten Entwurf von Paulr und einem
der Verfasser 1> war versucht worden, diese Gruppen
durch eine Verdopplung der Vektoren im HiLBERT-
Raum, insbesondere des Vakuums, zu gewinnen.
Dies erscheint uns aber nach einer genaueren Ana-
lyse der Folgerungen von (1) nicht mehr méglich.
Denn obwohl eine solche Verdopplung durch die
Struktur der Gl. (1) nahegelegt wird (vgl. Kap. III
der vorliegenden Arbeit), so kann doch nicht in die-
ser Weise eine Symmetrieeigenschaft neu entstehen,
die nicht schon in Gl. (1) enthalten wére.

Tatsédchlich enthélt Gl. (1) noch eine weitere ein-
parametrige kontinuierliche Gruppe. Bekanntlich ge-
hort zur Gruppe der konformen Abbildungen die
einfache raum-zeitliche Dilatation:

(7 reell). 7)

Diese Gruppe ist in Gl. (1) in der Weise enthalten,
daf} (1) invariant ist gegen die Transformation

p—>1ly(zy, ). (8)

Ty —> N %

Auch die Vertauschungsrelationen sind (wenigstens
in der bisher behandelten Niherung) gegen (8) in-
variant. Fiir die Transformation (8) muf} y als
Funktion von z und / aufgefalit werden. [ spielt also
jetzt die Rolle einer unabhingigen Variabeln und
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man betrachtet Gesamtheiten von Losungen von (1)
fir alle moglichen Werte von [. Vom Standpunkt
der Lacrance-Funktion aus betrachtet bedeutet dies,
dall wir bei Anwendung des Variationsprinzips be-
liebige Funktionen L (/,, J;,) der Invarianten

— [ drzTv. 2
!a«/dxwvazyw,
h= [ @ rarsv) @rarsv)

zur Konkurrenz zulassen und nicht mehr nur die
Klasse von Funktionen, fiir die (9L/3J;)/(3L/3J,)
denselben invarianten Wert /2 annimmt. Die zu (8)
gehorige infinitesimale Transformation lautet mit

n=14+¢; (Je|<1):

lp—>1p+£<% w+xv~§%’i +l%>. 9)

Die Skalentransformation (8) ist mit den Ele-
menten der homogenen Lorentz-Gruppe und mit
den Pavurischen Transformationen I und II ver-
tauschbar, . zunichst aber nicht mit den Translatio-
nen. Das bedeutet in der Quantentheorie, dafl man
nicht gleichzeitig den Masseneigenwert eines Zustan-
des angeben und das Verhalten des Zustandes bei
der Transformation (8) durch eine Quantenzahl
charakterisieren kann. Das ist aber auch unnétig;
denn die Masseneigenwerte verhalten sich wie Z/I,
wobei Z einen fur den Zustand charakteristischen
Zahlwert bedeutet. Wichtig fiir die Theorie sind nur
die Zahlwerte Z, die sich aus den Eigenlosungen
von (1) ergeben miissen, nicht aber die Werte von
Z/l. In anderen Worten: Nur die Verhiltnisse zwi-
schen den verschiedenen Massen sind der Theorie
zugénglich und konnen experimentell nachgepriift
werden; es gibt aber in der Natur keinen immanen-
ten Lidngen- oder Massenmafistab. Natiirlich kann
empirisch ein Malistab vereinbart werden, z. B., in-
dem man willkiirlich die Masse oder einen geeignet
definierten Radius des Protons = 1 setzt; es gibt
aber keinen Grund in den Naturgesetzen, nach dem
man hier der Zahl 1 vor irgendeinem anderen Zahl-
wert den Vorzug geben konnte. Man kann diesen
Sachverhalt auch in folgender Weise ausdriicken:
Wenn man die Translationen nicht in der iiblichen

Form, sondern durch die Beziehung
¥(@, 1) > y(@+all) (9a)

charakterisiert, so sind auch die Translationen mit
der Transformation (8) vertauschbar, man kann

19 B. p’Espacnar u. J. Prentkr, Nuclear Phys. 1, 33 [1956].
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also gleichzeitic Eigenwerte fiir Z und fiir das Ver-
halten bei der Transformation (8) angeben.

Wenn man in der klassischen Theorie aus (8) einen
Erhaltungssatz ableiten will, so kann man von der
Lacravce-Funktion

- ; )2 (10)

2
o (Pruvsy

Lo (s
2 V7 ig

3 3y
Yy 5.V aj,:w]i

ool ] - fo
/d‘xl /d“

[ —.( Sy
/1 Iu OI“ +
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ausgehen. Fiihrt man die infinitesimale Transformation
(9) aus, so folgt aus (1) in der iiblichen Weise

3L 3L
4 4
/d ke /d (a<aw/a Tk e 77 ))
(11)
und
Qy dy 173 _ Ay
’(/)—f—l'u ’a:;:“ +l 8[) 2 (2 1}"*‘17;: 7827“ +l 81) ]’ (12)
Ay 1 Ay au )
al) 3 (x,, o, +1 »w—zL|. (13)

Hier ist iiber ein beliebiges Raum-Zeitvolumen zu integrieren. Fiihrt man insbhesondere die Integration iiber den
ganzen Raum zwischen zwei Zeitwerten aus, multipliziert (13) noch mit d//l und integriert auch iiber I, so erhilt

man, sofern ¥ an den Grenzen hinreichend rasch verschwindet oder eine Periodizitdtsforderung

gestellt wird (z. B.

kann in der komplexen [-Ebene um den Punkt /=0 herum integriert werden) :

1

Ay dp - 3 3y
/ dxdde[ (w,u A :4u'>+2(w:«"4*a%)~—4:%74w) -r4L]

(14)

- d l ow dp N
—/ 7 drdy dz [r,, 0,4+ 3 (lp Ya B = B /41;)] = const,

wo O, den kanonischen Energie-Impulstensor bedeutet.

Wenn das Integral auf der linken Seite von (14) zur
Anfangszeit existiert — und dort kann ja y(z, 1) will-
kiirlich vorgegeben werden — so existiert es auch zu
jeder spiteren Zeit. Gl. (14) ist zwar kein Erhaltungs-
satz im iiblichen Sinn. da (14) sich nicht auf eine be-
stimmte Losung von (1), sondern auf eine Gesamtheit
von Losungen fiir verschiedene /-Werte bezieht, ist aber
doch fiir die Definition einer Quantenzahl geeignet,
wenn man die Zustinde durch ihr Transformationsver-
halten (8) charakterisiert. Ersetzt man in (14) =z,
durch z,+a,, so erhédlt man Zusitze, die infolge der
Erhaltung von Energie und Impuls von selbst konstant
sind.

In der Quantentheorie kann man wegen der In-
varianz der Gl. (1) und der Vertauschungsrelation
bei der Transformation (8) einen Operator O, im
HicBerr-Raum definieren mit der Eigenschaft

0,y (2, 1) O =0y (xn, 7). (15)

Fiir die zugehorige infinitesimale Transformation A
kann man

0,=e1=nt (15 a)
setzen und erhalt
Aw—w/l:s Y+ g”” +lra”’ =1y,
_ 3
Ap—pA= Lp+xy~ +1=57 =29p. (16)
2 Oz, cl

Die verschiedenen Quantenzustinde koénnen durch
ihr Transformationsverhalten, d. h. durch die zuge-
hérigen Eigenwerte von /A charakterisiert werden.

wie weiter unten noch er-
ortert wird, unter den speziellen Voraussetzungen
der vorliegenden Theorie ganz- oder halbzahlig und
sollen mit der Quantenzahl [y/2 (fiir Teilchen mit
s=0 also auch mit ly/2) identifiziert werden.

Diese Eigenwerte sind,

Die Transformation (15) ist keine unitare Trans-
formation; der Operator O, multipliziert die Eigen-
vektoren mit reellen Faktoren 7. Man kann diese
Transformation aber im Hitsert-Raum mit indefini-
ter Metrik als eine pseudo-unitdre Transformation
bezeichnen. Wenn der Zustand ‘I’n) zum Eigenwert

A, gehort und sich daher wie #4» transformiert:

0'1 YJ?}} = 7]Aﬂ !{ln) s

so transformiert sich der inverse Zustand ¥") wie
I/_'1":

0 lIIn)z =y l]ln)_

Da die Dgl. (1) nur ungerade und nicht beliebige
nicht-ganzzahlige Potenzen von v enthilt, kann man
wohl fordern, dafl in der Matrixdarstellung des
Operators 1 nur solche Uberginge vorkommen, die
halbzahligen Anderungen der Quantenzahl A ent-
sprechen: AA=14, * 3, .
Matrixelemente (¥4 |y | v, A+4. 1)
14421

. Die zugehorigen

transformieren
sich dann wie d1e Potenz . Die wichtigsten
Anteile gehoren zu 44 = * 4 und kionnen als Er-
zeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren von Teil-
chen mit A= £ 4 betrachtet werden. Die Anteile
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mit 44 = 1 § gehéren zur Entstehung bzw. Ver-
nichtung von 3 Teilchen oder von aus diesen Teil-
chen zusammengesetzten Gebilden. Zum Beispiel ge-
hort ein Matrixelement von v mit Al =%, AIy=1%
und 44 = % zur gleichzeitigen Entstehung eines Pro-
tons, Neutrons und Positrons. Méglicherweise gibt
es die Uberginge A4 =+ 3, * 3 ... daher nur im
kontinuierlichen Spektrum.

Die Forderung, daB die Anderung A4 bei den
Matrixelementen von v stets halbzahlig sein solle,
hat zur Folge, da} diese Matrixelement (von der Ab-
hingigkeit [44~") eindeutige Funktionen von [ sein
konnen, da die Differenz 44 — § ganzzahlig ist. Dies
kann als indirekte Begriindung dafiir angesehen
werden, daf3 im Rahmen der vorliegenden Theorie
A nur halb- und ganzzahlige Eigenwerte annehmen
kann. Wenn man mit einem HiLBerT-Raum beginnt,
in dem es nur halb- und ganzzahlige Eigenwerte von
A gibt, so fiihrt die Dgl. (1) nicht aus diesem Raum
heraus. Zustdnde mit halbzahligen Eigenwerten von
A entstehen durch Anwendung einer ungeraden An-
zahl von y-Operatoren auf das Vakuum, solche mit
ganzzahligen A-Eigenwerten durch Anwendung einer
geraden Zahl solcher Operatoren.

Die Folgen der eben geschilderten Eigenschaften
des Operators v fiur die Vakuumerwartungswerte
des Produktes von zwei Feldoperatoren werden wei-
ter unten noch besprochen (Kap. II).

b) Diskrete Gruppen

Gl. (1) ist invariant gegen die Operationen: Spie-
gelung (P), Ladungskonjugation (C) und Zeit-
umkehr (T). Die iiblichen Formeln lauten:

P:  y(r,0) >yy(-11),

C: w —C 1yl (21}

Die Zeitumkehr kann im Hirgerr-Raum durch
eine antilineare Transformation vorgenommen wer-
den.

Die Operationen P, C und T sind mit den im Ab-
schnitt I'a behandelten kontinuierlichen Transfor-
mationen nur zum Teil vertauschbar. Da die Eigen-
zustinde durch die Quantenzahlen I5, I, Iy, Iy/2
charakterisiert werden sollen, interessiert besonders
die Vertauschbarkeit mit den zu diesen Quantenzah-
len gehérigen Transformationen.

Die Spiegelung ist mit der Operation ei?’s nicht
vertauschbar. Daher kann man einem Teilchen, das
durch einen Wert von Iy gekennzeichnet ist, keine
Paritit zuordnen. Der iibliche Paritatsbegriff versagt
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in der vorliegenden Theorie also schon in der grob-
sten Ndherung. Dagegen kann man, wie in Kap. III
ausgefithrt werden wird, eine mit P eng verwandte
Operation definieren (,,Paritit 2. Art“), die mit
e’*7s und den anderen Transformationen vertausch-
bar ist und fiir die ndherungsweise die Invarianz
hestehen diirfte. Diese Operation kann dann zur De-
finition einer Paritdtsquantenzahl benutzt werden,
die ndherungsweise erhalten bleibt.

Die Operation C ist mit der Transformation e'®
nicht vertauschbar, eignet sich also nicht zur Defini-
tion einer Quantenzahl. Sie bewirkt aber in der vor-
liezenden Theorie auch nicht den Ubergang von
Teilchen zu Antiteilchen, da sie mit der Transforma-
tion (II) vertauschbar ist. Dagegen liefern wieder
die Operationen PC und PCT solche Uberginge. Es
1aBt sich aber ndaherungsweise (vgl. Kap. III) wieder
eine mit C verwandte Operation (,Laduneskonju-
gation 2. Art“) definieren, welche den Ubercang
Teilchen «— Antiteilchen in der iiblichen Art be-
werkstelligt, d. h. ohne gleichzeitig Orts- und Zeit-
koordinaten zu invertieren.

Ferner ist die Gl. (1) invariant gegen die Trans-
formation

l—>—1, d. h yp(z,]) >yp(x, =1). (22)

Da [ in der vorliegenden Theorie die Rolle einer
unabhéngigen Variabeln spielt, handelt es sich hier
um eine echte Transformationseigenschaft. Die Ope-
ration (22) ist mit allen anderen Transformationen
vertauschbar, kann also zur Definition einer Quan-
tenzahl verwendet werden.

Die diskreten Gruppen der Gl. (1) diirften mit
dieser Aufzahlung noch nicht erschopft sein, doch
soll die weitere Analyse der diskreten Gruppen auf
eine spitere Arbeit verschoben werden. Auch die
Frage, ob die Quantenzahl s, die ,Seltsamkeit®,
durch diese Gruppen gedeutet werden kann, soll in
der vorliegenden Arbeit noch nicht behandelt wer-
den.

II. Vertauschungsrelationen und Vakuum-
erwartungswerte

Wenn man am Prinzip der Mikrokausalitét fest-
halt — und das wird auch in der nichtlinearen
Spinortheorie getan —, so erfolgt die Quantisierung
einer Theorie durch die Forderung, daf} der Kom-
mutator bzw. Antikommutator der Feldoperatoren
fiir raumartige Abstande versciwinden, fir zeitartige
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aber nicht {iberall verschwinden soll. Diese Forde-
rung geniigt jedenfalls bei den linearen Theorien,
um die Quantisierung im Zusammenhang mit der
Differentialgleichung vollstindig festzulegen; denn
da die Kommutatoren dort zugleich Losungen der
Feldgleichungen sein miissen, folgen die 6- bzw. ¢’
Funktionen auf dem Lichtkegel aus der Differential-
gleichung (vgl. Kap. VII). Nur ihr Zahlfaktor ist
noch willkiirlich, kann aber immer durch geeignete
Normierung etwa zu 1 festgesetzt werden. Es ist da-
her zu erwarten, daf} die eben genannte Forderung
auch in der nichtlinearen Theorie gentigt, um die
Quantisierung vollstindig festzulegen; jedoch wird
die nichtlineare Differentialgleichung keine J-Funk-
tionen auf dem Lichtkegel zulassen, sondern dort
Singularitdten anderer Art hervorbringen (vgl. Kap.
VII). Die Untersuchungen tiber die &ltere Spinor-
gleichung machen es wahrscheinlich, dafl der Anti-
kommutator in der Nihe des Lichtkegels unendlich

oszilliert, doch ist die entsprechende Untersuchung
fir die Gl. (1) bisher noch nicht durchgefiihrt worden.

Die genannte Quantisierungsforderung ist mit al-
len Symmetrieeigenschaften der Gl. (1) vertriglich,
kann diese Symmetrie daher auch nicht stéren. Eine
Symmetrieverminderung durch den Prozefl der
Quantisierung ist im Prinzip unméglich. Anders ist
es jedoch mit dem Vakuumerwartungswert des Anti-
kommutators. Es ist keineswegs von vornherein
sicher, da} es auch einen Zustand ,,Vakuum® geben
muf}, der alle Symmetrieeigenschaften der Ausgangs-
gleichung besitzt. Die Frage, ob etwa der Vakuum-
erwartungswert des Antikommutators die volle Sym-
metrie aufweisen kann, ist mathematisch eng ver-
wandt (aber nicht identisch) mit der Frage, ob es
auch Lésungen der Differentialgleichung mit der ent-
sprechenden Randbedingung gibt, die voll symme-
trisch sind. Das braucht aber keineswegs der Fall
zu sein. Denn zwar sorgt die Differentialgleichung
dafiir, daf} aus einer Losung durch eine der erlaub-
ten Transformationen wieder eine Losung hervor-
gehen muf}, aber die Losung braucht dabei nicht in
sich tiberzugehen. Zum Beispiel besitzt die Dirac-
Gleichung des Wasserstoffatoms die volle Rotations-
symmetrie, es gibt aber keine rotationssymmetrische
Losung.

In diesem Sachverhalt sehen wir den Grund fiir
die Symmetrieverminderung, die sich z. B. experi-
mentell im Versagen der Isospingruppe in der Quan-
tenelektrodynamik duflert. Man wird an dieser Stelle
zu der Vermutung gefiihrt, daf} zwar die einfachsten
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Vakuumerwartungswerte, namlich die von Produk-
ten zweier Feldoperatoren, in erster Niherung noch
die volle Symmetrie besitzen konnen, daf} aber bei
Einbeziehung der hoheren Vakuumerwartungswerte
diese Symmetrie zwangsldufig verlorengeht.

Wenn es sich als unmoglich erweist, einen voll
symmetrischen Zustand ,,Vakuum® zu konstruieren,
so kann dies anschaulich wohl nur so gedeutet wer-
den, dal} es sich bei dem unsymmetrischen Grund-
zustand nicht eigentlich um ein Vakuum, sondern
um einen Zustand ,,Welt“ handelt, der die Grund-
lage fiir die Existenz der Elementarteilchen bildet.
Dieser Zustand mufl dann entartet sein; er kann
z. B. einen sehr hohen Isospin besitzen. Wenn man
— gewissermalflen als Idealisierung des realen Zu-
standes der Welt — die Translationseigenschaften
des Vakuums beibehalten will, so muf} er sogar un-
endlich hoch entartet sein. In der vorliegenden Theo-
rie kann man zwar noch ein voll symmetrisches
Vakuum konstruieren, wenn man etwa durch die
Forderung v = (1+y;) 7 zu einer zweikomponen-
tigen Theorie iibergeht, in der die Wechselwirkung
auflerdem verschwindet. Wenn man aber einen
Grundzustand sucht, von dem aus durch Anwendung
des Feldoperators Teilchen mit Masse und Wechsel-
wirkung gebildet werden konen, so scheint es nur
in der Naherung, in der man allein den Erwartungs-
wert des Produkts von zwei Feldoperatoren bertick-
sichtigt, noch moglich zu sein, die Symmetrie fiir
die PauLi—Gursey—TouscuEk-Gruppe zu wahren. Bei
konsequenter Berticksichtigung der Erwartungswerte
fir das Produkt von vier Feldoperatoren geht diese
Symmetrie wahrscheinlich verloren. Der Symmetrie-
verlust wére in der vorliegenden Theorie also @hn-
lich zu deuten wie das Auftreten einer Zentrifugal-
kraft in der allgemeinen Relativititstheorie, das ja
auch einen Symmetrieverlust anzeigt. Die Zentri-
fugalkraft kann dort nur als Folge der unendlich
fernen Massen im Weltall angesehen werden, obwohl
diese Massen in der mathematischen Formulierung
schlieflich nur als eine Art Randbedingung im Un-
endlichen erscheinen, die eben die Zentrifugalkraft
indirekt hervorruft.

Der Grundzustand hitte in der vorliegenden Theo-
rie also einen praktisch unendlich groflen Isospin
(die Welt enthilt neben Protonen und Elektronen
beliebig viele Neutronen!) und es wiirde verstiand-
lich, dal die Zustinde Neutron und Proton eine
etwas verschiedene Masse erhalten. Sie waren ge-
wissermaflen die beiden Dublettkomponenten eines
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Zustandes ,,Nukleon + Welt“, bei dem sich der hin-
zukommende Isospin parallel oder antiparallel zu
dem der ,, Welt* stellen kann, und der als Ganzes
wieder einen beliebig hohen Isospin triige.

Bei dieser Deutung werden auch grundsitzlich
Zustinde moglich, die, wie etwa die Ay -Teilchen,
zwar halbzahligen Spin, aber ganzzahligen Isospin
zu haben scheinen. Wenn der Grundzustand im ge-
wohnlichen Raum rotationssymmetrisch ist, so ent-
steht aus ihm durch Anwendung einer ungeraden
Anzahl von Feldoperatoren ein Teilchen mit halb-
zahligem Spin. Der ebenfalls halbzahlige Isospin,
der dabei dem unendlichen Isopin des Grundzustan-
des zugefiigt wird, kann aber so angekoppelt wer-
den, daBl sozusagen das am leichtesten drehbare
Gelenk einen ganzzahligen Isospin von dem unend-
lich groflen Rest trennt; daf} also ein halbzahliger
Isospin vom Grundzustand abgezweigt, dem neu
hinzukommenden angefiigt und erst der so entstan-
dene ganzzahlige Isospin an den Rest angekoppelt
wird. Dieser Fall wiirde sich vom Normalfall etwa
dhnlich unterscheiden wie in der Atombhiille die
RusseLL—Saunpers-Kopplung von der (j— j)-Kopp-
lung. Die 4, oder 2 -Hyperonen wiren also genau
in dem gleichen Sinne Teilchen mit ganzzahligem
Isospin, in dem man etwa das Valenzelektron im
optischen Spektrum des Ca-Atoms als ein Teilchen
mit ganzzahligem Spin bezeichnen kann?2°. Die An-
nahme, daf} die ,,Seltsamkeit” s nur mod 4 definiert
sei, wiirde bedeuten, daB Uberginge, bei denen sich
der angekoppelte Isospin um 2 &ndert, schon durch
relativ starke Wechselwirkungen hervorgebracht wer-
den konnen.

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zurtick
zur Frage der Vakuumerwartungswerte des Produkts
von zwei Feldoperatoren. Hier kann die volle Sym-
metrie noch gewahrleistet werden durch den Ansatz

(0| ya(2) Pp(2)]0) (23)
___1‘ 2 2 4, Lip(z—z') Py VP af
= (2n>4/9(”) " /dpe Pt

(0] wa(z) Pe()|0) =173

Damit ist jedem Eigenwert formal ein ,,Geister-
dipol* zugeordnet, der die d- bzw. ¢'-Funktionen
beseitigt, und die Moglichkeit geschaffen, die rechte

20 Diese Vorstellung ist offenbar eng verwandt mit dem von
G. WenrzeL 2! eingefiihrten Begriff des ,,Spurions®.

@ )4/0(5 dC/d"‘qexp{zq(x Z) 1} g» y,o® [, _
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wobei ¢(#?) ein zunichst noch beliebiges Massen-
spektrum darstellt. Die Integration iiber p, bzw. p,
mul} rechts auf den iiblichen Integrationswegen in
der komplexen py- bzw. ps-Ebene erfolgen, damit
die analytischen Eigenschaften der rechten Seite mit
den Forderungen der Mikrokausalitat tibereinstim-
men. Um die Invarianz gegen die Transformation
(7), (8) deutlich hervortreten zu lassen, wollen wir
(23) in der Form

(0] wa(z) Pa(2)]0) (24)
= (2 vy /dCQ(C)/d4q exp{iq(z— x)/l}q‘;:f

schreiben. Das Massenspektrum ¢({) (die Variable
{ ist dimensionslos und nur auf der positiven reellen
Achse definiert) muf3 durch die Dgl. (1) bestimmt
werden. Es wird etwa einige diskrete Eigenwerte
(d. h. O-funktionsartige Anteile), die den Fermi-
Teilchen entsprechen, und einen ins Unendliche rei-
chenden kontinuierlichen Teil enthalten.

Die nichtlineare Dgl. (1) verhindert das Auftre-
ten von O- bzw. ¢"-Funktionen auf dem Lichtkegel.
Daraus folgen fiir die Funktion 0({) die Bedingun-
gen:

o) dt=0. [o())tdi=0. (25)

0({) muB also Werte beiderlei Vorzeichens anneh-
men konnen, was nur im Rahmen einer indefiniten
Metrik im HriBerr-Raum moglich ist. Fiir das Ver-
halten von 0({) bei groBen { kann man nach den
fritheren Untersuchungen iiber die &ltere Spinor-
gleichung vermuten, daB die Funktion ¢({) dort
oszillieren muf}, um die unendlichen Oszillationen
des Antikommutators in der Nahe des Lichtkegels
darzustellen, dafl also die Integrale (25) eventuell
nur im Sinne eines ABeLschen Grenzwertes konver-

gieren. Die Bedingungen (25) erlauben, Gl. (24)
auch durch die folgende Beziehung zu ersetzen:
1 ¢
et %)

Seite von (26) durch einen oder einige wenige
Eigenwerte des Massenspektrums zu approximieren.
Uber die Giite einer solchen Approximation kann

2t G. Wentzer, Sixth Annual Rochester Conference 1956,
S. VIIL-16 und Phys. Rev. 101, 1214 [1956].
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man allerdings nichts aussagen. solange man das
Massenspektrum noch nicht kennt. Die Klammer auf
der rechten Seite von (26) verschwindet fiir £=0.
Ein Eigenwert bei =0, d. h. ein Anteil der Form
6(L) im Massenspektrum 0 () tritt also bei der
Darstellung (26) nur indirekt. d. h. iiber die Be-
ziehung (25) in Erscheinung.

In einer linearen Theorie 1df3t die rechte Seite von
(24) noch einen Normierungsfaktor offen, der fest-
gelegt werden muf}, um das Problem eindeutig zu
bestimmen. Wenn die Verhiltnisse in der nichtlinea-
ren Theorie dhnlich liegen. konnte man dafiir etwa

oo
[o(&) e dl=1

(27)

oder irgendeine andere dhnliche Bedingung wihlen.
Eine Anderung der Normierung wiirde zwar viel-
leicht die Lage der Eigenwerte. aber nicht die Ver-
hiiltnisse zwischen den Eigenwerten dndern und in-
sofern den physikalischen Gehalt der Theorie nicht
beeinflussen.

Lezgt man bei der Berechnung der Eigenwertglei-
chung von Fermi-Teilchen mit Hilfe der neuen

Gy ¥
@ Q(—q?

:f—l(é-i) q, 7y

n

11 @+%»
i=0

Letzterer Ausdruck, den man einfach mit den Satzen
der Partialbruchzerlegung finden kann, zeigt. daf}
die Teilchen, wenn man sie den Massen entsprechend
ordnet, abwechselnd positive und negative Norm
erhalten (vgl. hierzu auch 2?). Die hier auftreten-
den Teilchen unterscheiden sich aber neben ihrer
Masse und Vorzeichen Norm noch durch
ithr Verhalten bei der Skalentransformation. Da
starke Wechselwirkungen zwischen ihnen existieren,
konnen jedoch fiir jede [y-Quantenzahl nur die Teil-
chenzustinde mit kleinster Masse und entgegenge-
setzter Norm stabil sein. Alle Zustande mit hoherer
Masse wiirden in diese tiefsten Zustande zerfallen,

ihrer

oo

— oy e b - 4, Liql(z/l)—(z'Il')]
(0] ya(z, 1) F5(. )] 0) _(2n)4/d, /d ge

0
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Tamyv—Dancorr-Methode die Beziehung (26) zu-
grunde, so erhélt man fiir die Einpunktwellenfunk-
tion 7(x) = (0|y(x)|p) fiir einen Einteilchenzu-
stand mit Impuls p = ¢/ eine Dgl. der Form:

(r+¢) Q(—¢*) t(z]) =0. (28)

Die Losungen dieser Gleichung konnen in der Form
—q*={; geschrieben werden und bedeuten daher
Teilchen mit Massenzahl {;"*=0 und Teilchen mit
endlichen Massenzahlen (* (i=1,2,...,n), die
durch die Nullstellen der Funktion Q ( — ¢*) gegeben
sind. Q(—g¢? lafit sich in der Umgebung dieser
Nullstellen z. B. schreiben

Q(—g®) =f(1,85---Cn) ]_70 (¢2+&) (29)

mit  f({3,8p...00) #0 und {;< <. < Ep.
Die Massendichtefunktion 0({) in (26) mul} fiir
jeden diskreten Eigenwert ; eine J-Funktion ent-
halten. Vernachldssigt man den kontinuierlichen An-
teil des ¢-Spektrums. so miifiten also in (26) Glie-
der auftreten der Form

=F LR

. qv;’:. . (30)
e J NERe)
l+1i

d. h. sie liefern uberhaupt keine diskreten Massen-
eigenwerte mehr und konnen deshalb — bei genii-
gend hoher Niherung — auch nicht mehr als reelle
Nullstellen von Q( —¢?) in Erscheinung treten.

Da die Transformation (8) voraussetzt, da} man
die Lidnge [ als neue Variable neben z betrachtet.
kann man — um die Abhingigkeit von der Iy =2 -
Quantenzahl besser aufzuzeigen — auch nach dem
Vakuumerwartungswert fiir das Produkt von zwei
Feldoperatoren fragen. die sich auf verschiedene
[-Werte beziehen. Unterscheidet man ferner noch
zwischen Rechts- und Linksmassenfunktionen, so er-
halt man an Stelle von (24)

I’\4 ) af
7y =3 0 R(F L FARLRE
a3 () @O Reet @D B

(31)

[R=(1+y5)/2; L=(1—-y5)/2; R, L als oberer Index von o unterscheidet nur das Rechts- vom Links-

massenspektrum. ]

22 T.W.B.Kissre u. J.C. Porkinguorne, Nuovo Cim. 8, 74 (1958].
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0.18(£) bzw. 047 () bedeuten die Rechts- bzw. Links-
massenspektren fiir Zustdinde mit der Quantenzahl
A==+ 1, £% usw. Die Form (31) kann also dazu
benutzt werden, eine Trennung zwischen den ver-
schiedenen Massenspektren durchzufithren und mit
Hilfe von Projektionsoperatoren etwa nur eines von
ihnen auszusondern. Durch die Trennung der Rechts-
und Linksmassenspektren ist der Ausdruck (31) im
allgemeinen nicht mehr invariant gegeniiber der
PauLi-Girsey-Transformation I, wohl aber gegen-
iber der Touscuek-Transformation II. Um wieder
die volle Symmetrie zu gewihrleisten, miissen je-
weils Paare von Rechts- und Linksfunktionen ein-
ander gleich sein, z. B. konnen wir fordern

of () =02, (D).

Wie oben erwéhnt, wollen wir als grobste Naherung
annehmen, daB die Spektren fir A=*3, *3
kontinuierlich sind und daher zunichst vernachlis-
sigct werden koénnen, daB also nur fir A==+ 3
diskrete Eicenwerte auftreten; und zwar setzen wir
im besonderen:

oF (8) = by, () =0n(0) =(—Ln) +...
und

ob (0) =%y, (©) =oL(d) =8(0) +...

op(l) konnen wir dann als das Massenspektrum
der Nukleonen ansehen, wenn Zp = {5* die Massen-
zahl der Nukleonen ist. or,({) ist die Massenfunk-
tion der Leptonen, die in der Niherung der PavLi—
GUrsEy-Symmetrie alle noch die Masse 0 haben.
In beiden Massenspektren konnen auf Grund der
vorigen Uberlegungen keine weiteren positiven o-
Funktionen fiir reelle £ >0 enthalten sein. Approxi-
miert man in dieser Niaherung die Massenspektren
durch ihre Pole und regularisiert wieder in der oben
angegebenen Weise durch ,,Dipolgeister”. so behilt
man nur die J-Funktionen von o0p({) iibrig. Das
heift, man hat fiir =" einfach

(0] ya(z, 1) Ps(2, 1| 0)

(32)

(33)

(34)
1 d‘q q, 7,98 . ’
= S92 T explig(z—2)/l},
(2n)4/ B gigraty PUaE-
wobei {2/l den Masseneigenwert der Baryonen be-
deutet. Dieser Vakuumerwartungswert soll spiter
den numerischen Rechnungen zugrunde gelegt wer-
den. Da in dieser Ndherung die Leptonen noch gar
nicht in Erscheinung treten, konnen wir in den fol-
genden Kapiteln sehr oft so tun, als gébe es nur
Nukleonen, und brauchen dann nicht auf das ver-
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schiedene Verhalten bei Skalentransformationen ein-
zugehen.

Eine Bemerkung soll noch angefiigt werden tber
die Vakuumerwartungswerte an der Stelle x=2',
[=1". Wenn die Antikommutatoren das oben bespro-
chene oszillatorische Verhalten in der Nahe des Licht-
kegels zeigen, so sind die Vakuumerwartungswerte
an der Stelle v =2", [ =" unbestimmt. In den friihe-
ren Arbeiten (l.c.'73) wurde die zusitzliche An-
nahme gemacht, da} diese GroBen im Rahmen des
Tamm—Dancorr-Verfahrens gleich Null gesetzt wer-
den sollen, und es wurde betont, daB es sich dabei
(Weglassen der Kontraktionsfunktionen fiir z =2")
nicht eigentlich um eine Annahme iiber die Vakuum-
erwartungswerte, sondern iber die zugrunde lie-
gende Feldgleichung handelt. Man kann die an die-
ser Stelle notige Annahme mathematisch richtiger
ausdriicken, indem man nichts iiber die Vakuum-
erwartungswerte voraussetzt, dafiir aber die Feld-
gleichung (1) in der Form

yv%il2=rwsw(¢ww5w):=0 (35)

v

schreibt, wobei die Punkte : : in iiblicher Weise
bedeuten, da} es sich um ein im Wickschen Sinne
geordnetes Produkt (Vernichtungsoperatoren rechts
von den Erzeugungsoperatoren) handeln soll. In
den folgenden Rechnungen soll die Feldgleichung
— ebenso wie in den fritheren Arbeiten — stets
im Sinne der Gl. (35) aufgefalit werden.

III. Wellengleichungen der einzelnen Elementar-
teilchen und ihre Gruppeneigenschaften

a) Eintetlchenwellenfunktionen

Wie oben bemerkt, ist die Dgl. (1) [bzw. (35)] in-
variant gegeniiber der inhomogenen LorenTz-Gruppe.
der Pauri—Gursey—Touscuek-Gruppe (Transforma-
tionen I und II) und der Skalen-Transformation.
Vier komplexe Operator-Funktionen reichen im all-
gemeinen zur Beschreibung von nur zwei Spinor-
teilchen aus, wenn sie einer linearen Differential-
gleichung 1. Ordnung gehorchen. Die Beschreibung
von freien Elektronen und Positronen durch eine
vierkomponentige Funktion, die der Dirac-Gleichung
geniigt, ist hierfiir das beste Beispiel. Da unsere Dif-
ferentialgleichung wohl von 1. Ordnung, jedoch
nicht linear ist, 148t sich diese Abzahlung der mog-
lichen Zustinde (d.h. der durch sie beschriebenen
Elementarteilchen) nicht in derselben Weise vorneh-
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men. Auf die Frage, wieviele Teilchen durch einen
vorgegebenen Feldoperator dargestellt werden kon-
nen, gibt es in einer nichtlinearen Theorie keine von
den speziellen Eigenschaften der Differentialglei-
chung unabhingige Antwort; auch nicht auf die
Frage, wieviele verschiedene Felder man bendétigt,
um alle beobachteten Teilchen darzustellen. Sinnvoll
ist allein die Frage nach den Gruppeneigenschaften
des Feldoperators und seiner irreduziblen Bestand-
teile. Die Gesamtheit der Matrixelemente des kom-
plexen Operators 1 (x) 1dfit sich in eine Reihe von
irreduziblen Bestandteilen zerlegen, die sich bei den
Lorentz-Transformationen, den Transformationen
(I) und (II) und der Skalentransformation unter-
schiedlich transformieren. Dies fithrt dazu, dal}
man im Prinzip viele verschiedene, stabile Teilchen-
zustdnde damit beschreiben kann. Daneben gibt es
Matrixelemente von y(z), die zur Erzeugung meh-
rerer Teilchen im gleichen Raum-Zeitpunkt oder zur
Entstehung labiler Zustinde gehoren.

Um wenigstens einen gewissen formalen Zusam-
menhang herzustellen zwischen dem Feldoperator
y(z) und den Wellenfunktionen einer linearen Feld-
theorie, konnen wir uns fiir die raum-zeitlichen
Translationseigenschaften jener Matrixelemente ¢(z)
des Feldoperators vy (z) (oder von Produkten) in-
teressieren, die vom Vakuum zu einem Einteilchen-
zustand tberfihren. Diese Matrixelemente ¢(z) kon-
nen wir dann in einem gewissen Sinn als die ,,Wel-
lenfunktionen” von Elementarteilchen interpretieren.
Thr Schwerpunkt wird, auf Grund der Translations-
eigenschaften und unter gewissen Grenzbedingun-
gen, einer linearen Differentialgleichung geniigen,
die der freien Wellengleichung dieser Elementarteil-
chen entspricht. Das Auffinden dieser freien Wellen-
gleichung der Elementarteilchen fithrt spéter zu
einer Bestimmung ihrer Ruhmasse. Wie man diese
linearen Wellengleichungen der Elementarteilchen,
d. h. der Einteilchen-Matrixelemente aus
spriinglichen nichtlinearen Gleichung der Feldopera-

der ur-

toren gewinnen kann, wird in einer sehr groben
Néherung in Kap. IV gezeigt werden. Wir wollen
uns im vorliegenden Kapitel nur mit den gruppen-
theoretisch moglichen Formen solcher Wellenglei-
chungen befassen.

In erster Ndherung miissen diese linearen Diffe-
rentialgleichungen dieselbe hohe Symmetrie wie die

23 In der vorliegenden Arbeit wurde R mit % (1+4y;) definiert,
so daBl Neutrino und Elektron das Symbol R erhalten. R
bedeutet also negative ,,helicity” und hat damit die gleiche
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nichtlineare Feldgleichung (1) besitzen. Die Dirac-
Gleichung mit endlicher Masse scheidet deshalb aus,
da sie wegen des Massengliedes nicht invariant ist
gegen die Transformationen I und II. Die Dirac-
Gleichung des masselosen Fermi-Teilchens, die Neu-
trinogleichung,

oL _

vaquL=—iyv»a , (36)

[po+75(0, )] =0,

hat jedoch diese Symmetrieeigenschaft. Die Neu-
trinogleichung beschreibt vier masselose Spinorteil-
chen, die wir, da in dieser Niherung die Masse der
Elektronen vernachlidssigt werden kann, mit den
Elektronen, Positronen, Neutrinos und Antineutri-
nos identifizieren konnten. Wir konnen z. B. fol-
gende Darstellung wiahlen

oder

Qe+ =L¢L, (e2P% =L¢%, Pe- =R(pgy (;OV:RgOLe

(37)

wobei wir gt=C1gT (38)
und die Projektionsoperatoren

R=3+y5)., L=3(1-y5) (39)

eingefiihrt haben. Positron und Antineutrino erfiil-
len also die Differentialgleichung

Po Pet,v = (o, P) @e+r, (40)
Elektron und Neutrino hingegen
PoGe-,v=— (3, D) Fe-,»» (41)

d. h. fir Positron und Antineutrino stehen Impuls
und Spin parallel (positive helicity), fiir Elektron
und Neutrino antiparallel (negative helicity) 2. Teil-
chen (Elektronen, Neutrinos) erhalten bei obiger
Definition also die Quantenzahl Iy = +31, Antiteil-
chen die Quantenzahl /x = —3%. Wie man unmittel-
bar sieht, sind die Neutrinolosungen mogliche Lo-
sungen der nichtlinearen Wellengleichung, namlich
dann, wenn das nichtlineare Glied in der Feldglei-
chung (1) verschwindet. Wegen der fehlenden Wech-
selwirkung sind aber diese Losungen physikalisch
relativ uninteressant.

Massenbehaftete Felder, die die volle Symmetrie
der Feldgleichung (1) haben, konnen nicht mehr
durch Differentialgleichungen 1. Ordnung dargestellt
werden. Wir sehen jedoch, da}, wie schon GUrsey

Bedeutung wie der Ausdruck ,rechtszirkulare Polarisa-
tion® in der Optik.
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bemerkt hat, eine KLein—Gorpon-Gleichung fiir ein
Spinorfeld
(P +#*) p(2) =0 (42)

diese volle Symmetrie wieder hat. Tatsdchlich fiihrt
auch die Tamm—Dancorr-Methode, wie schon be-
merkt wurde und spater (Kap. IV) gezeigt wird, zu
Kirein—Gorpon-Gleichungen fiir die Nukleonen. Es
ist eine altbekannte Tatsache, dal} eine Dirac-Glei-
chung eines vierkomponentigen Spinors dargestellt
werden kann als eine KLeiN—Gorpox-Gleichung eines
zweikomponentigen Spinors. Umgekehrt 1dft sich
eine KLein—Gorpon-Gleichung eines vierkomponen-
tigen Spinors umschreiben in eine Differentialglei-
chung 1. Ordnung einer acht-komponentigen Funk-
tion. Dies geschieht (vgl. hierzu Girsey 13, FEyNMaN
und GeLL-Many 2% u. a. *), indem man fiir die ersten
Ableitungen von @g (), die ja in einer Differential-
gleichung 2. Ordnung frei wahlbar sind, neue Sym-
bole einfithrt. Am zweckmifligsten definiert man

A _ . Y, D, _ 717 a(p}i
@p(x) = —thpB(z) = - 4 8s, (43)

denn hieraus folgt vermoge der Dgl. (42)
7o 5(@) = —#ga(@) . (44)

@(x) und @(z) verhalten sich also ginzlich sym-
metrisch. Definieren wir einen achtkomponentigen
Spinor

V2 \¢ (@)
so gilt fir diesen nun die Differentialgleichung
1. Ordnung

(I'y»%+21-x)¢(x) —0.

(45)

(46)

Hierbei ist /= (}?) und 2;= () in dem durch
die Aufspaltung @p(z) und @p(z) definierten Raum.
Transformiert man die Funktion @ durch:

r_ 1 __1_¢B+¢B
¥= (2143 O= 2( )

¥B — PB

(47)

so zerfillt die Differentialgleichung in zwei Dirac-
Gleichungen

(%% +%)% (ps+@8) =0,
ay 1 (48)
(}’VTIV —%) T (pg—@B) =0.

Eine vierkomponentige Feldfunktion, die einer
KLemn—Gorpon-Gleichung geniigt, ist also dquivalent
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zu zwei Dirac-Gleichungen vierkomponentiger Funk-
tionen und reicht zur Beschreibung eines Massen-
dubletts aus, d. h. zur Beschreibung von zwei Spinor-
teilchen und ihrer Antiteilchen.

In der niedersten Naherung werden die Baryonen
nur als Nukleonen in Erscheinung treten; die Hy-
peronen konnen sich erst in einer Ndherung zeigen,
in der die Isospin-Invarianz gestort ist (vgl. Kap. IT).
Die beiden Nukleonen, Proton und Neutron, wol-
len wir mit einem solchen Massendublett identifizie-
ren. Fir die Darstellung der ,,Wellenfunktionen®
von Proton ¢, , Neutron ¢,, Antiproton ¢; und
Antineutron ¢n, die wir kurz mit dem Symbol ¢y
kennzeichnen wollen, aus @g(x) bzw. aus den Ma-
trixelementen von vy (z) werden folgende Forderun-
gen aufgestellt:

1. Die Wellenfunktionen der vier Nukleonen sol-
len Lésungen positiver Energie einer Dirac-Glei-
chung sein: [7,(9/3x) +#] py=0.

2. Unterwirft man den Operator v (z) und damit
auch die Kieiv—Gorpon-Funktion ¢p (z) der PavLi—
Gursey-Transformation (I), so sollen sich die Nu-
kleonenfunktionen ¢y (z) entsprechend der {iblichen
Isotopenspin-Transformation untereinander trans-
formieren. Proton und Antineutron sollen einen
Isotopenspin 3= +3%, Neutron und Antiproton
einen Isospin /3= — 3 erhalten.

3. Unterwirft man @g(z) der Touscuek-Transfor-
mation (II), so sollen sich die ¢y (z) transformieren
wie

py—expliag Iy} @y,

wobei Iy = + 3 sein soll fiir Teilchen (Proton, Neu-
tron) und /y= —3 fiir Antiteilchen (Antiproton,
Antineutron).

Die Darstellung der Wellenfunktionen fir die
Baryonen ist damit noch nicht vollstindig festgelegt.
Wohl verkniipft die Forderung 2. die PAuLi-GURsEY-
Gruppe mit der Isospingruppe, doch kann diese Zu-
ordnung auf verschiedene Weisen vorgenommen
werden. Um die Zuordnung eindeutig zu machen,
miissen wir noch festlegen, welche Drehachsen ein-

24 R.P.Fevamay u. M. Geri-Maxy, Phys. Rev. 109, 193
1958].

. J[Xnm.] b. d. Korr.: vgl schon GEuExiav, Mécanique
ondulatoire de I’Electron et du Photon, Gauthier-Villars,
Paris 1938. Die wesentlichen Resultate dieses Abschnitts
sind auch von G. Marx, Nuclear Phys. 9, 337 [1958] u.
10, 468 [1959] gefunden worden.
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ander in den beiden Transformationen entsprechen
sollen. Fiir den praktischen Fall reicht es aus anzu-
geben, welche PaurLi—Girsey-Transformation einer
Drehung um die 3. Isotopenachse entspricht. Wir
fordern z. B.

4. Bei der Eichtransformation ¢p— /%2 @y sol-
len sich die ¢y wie bei einer Drehung um die 3. Iso-
topenachse transformieren.

Dal} wir gerade die Eichtransformation mit der
Drehung um die 3. Isotopenachse verkniipfen, ist
an sich willkiirlich, hat jedoch den Vorteil, daf} die
Darstellung der ¢y und ihre allgemeinen Transfor-
mationseigenschaften von der konventionellen Dar-
stellung nur wenig abweichen. Zum Vergleich wer-
den wir weiter unten auch die Darstellung angeben,
die man erhalt, wenn man die Transformation

o
@ —>cos

¢ +isin 3 5 ¢

mit der Drehung um die 3. Achse verbindet.

Durch die Forderungen 1. bis 4. erhalten wir bis
auf einen willkiirlichen Normierungsfaktor nun mit

den Gln. (38), (39) folgende Darstellung der Nu-

kleonen:
1 1 )
#o(@ = 5 (1= 15 ) Roa2),
1 1 3
Pul@) = 5 (1= 1s | R

1 1 ) C
@p (2) = (1— =V 811) L g5 ()
1
2

®n (I) = (4‘9)

Lo -
p—
|

X
~
<

D

D

&

S
Q
le=]
—
8
~
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Hierbei ist
P°(2) =C7 'y p'(x) =D 71§ ().  (50)
Durch das Auftreten des Operators 1 — iyv aa—

Xy
erfiillen alle Wellenfunktionen die Dirac-Gleichung,
denn

3

3 1
(yvég +x)(1— o o a;y)% (51)
1 a2 o
adanl (8:;2 -x-)q)B:O.

Transformieren wir ¢p entsprechend (II)

@B — ei(aJ?) 7s g und (p}03 — ei(‘lo/2> s (p% s

so transformieren sich

Rpp—> @D Roy, Rgf§— ™2 Ref,

Log—> e~ Loy, LS e~i) [ ¢S, (52)
Proton und Neutron erhalten also die Quantenzahl
Iy=3%, Antiproton und Antineutron die Quanten-
zahl Iy= —%. Um nachzuweisen, daB} die PavLi—
Gursey-Transformation (I) an ¢p ausgefiithrt dqui-
valent zur Isospintransformation der ¢y ist, fiihren
wir eine infinitesimale Transformation I aus

Y 1 3
¢B_)(1+192;')(PB+ o (ap+17ay) 75‘7’%,

. (53)

@S — (l—i;—”)(pg— 5 (ag—iay) 75 ¥B-
Wir haben hier gesetzt
. 1 .
a=l+l.°;‘°‘», b= 5 (ag+7ay)
mit a5,93<1 (reell),

so daB die Nebenbedingung |a?|+|b%|=1 bis auf
die kleinen quadratischen Glieder in a; erfiillt ist.
Die Protonfunktion transformiert sich dann wie

ot )
2

1 1 3 - 1 . . 1 :
o> > (1_ - y,azr)R{(l-H%s—)(pB%— 5 (+iay) ¢g}=<1+z % )‘<pp+ 5 (@tia) g, (54)

die Neutronfunktion wie
1, 3 AR
) B{(1-ig) e

Diese beiden Transformationen lassen sich zusam-
menfassen, wenn wir, wie iblich, ¢, und ¢, als Zu-
stinde in-einem Spinraum auffassen

1
P> (1—

as )

Pp _ 1'+i > > (a;—iay) Pp
®n 7; (@+ia) 1-i% @n

(56)
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Dies ist jedoch

—>(1 e ; ?{?) @, (57)
d. h. gerade eine infinitesimale Drehung des Iso-
spinors @:= (%) um die Winkel a; beziiglich der
drei Isospinachsen 7;. Fiihrt man eine endliche
Transformation I aus, so erhdlt man in entsprechen-
der Weise die allgemeine endliche Isospintransfor-
mation

@ — eliZiar @, (58)

Fiir die Antiprotonen und Antineutronen finden wir
in analoger Weise

%\ 1—ii‘;3 - % (ay+i as) @5
Pn — ; (a,—i ay) 1+i£‘,23 @n |
(59)

d. h. (60)

@7 —> l—i;‘t_; ¥z,
2

wie man es fiir die Antinukleonen erwarten muf.
DaB die Teilchen — Antiteilchen-Beziehung korrekt
beschrieben wird, ersieht man auch daraus, daf} die
Anwendung der iiblichen Ladungskonjugation auf
die Nukleonenfunktionen

(pn)€=C1py (61)
vom Teilchen zum Antiteilchen iiberfiihrt. Zum Bei-

spiel
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(@p) E=C~1y,T [(1 B i " ai) R Q"y;]*'l‘

. (1_ !

*

Wiirde man die Forderung 4. ersetzen durch die
Forderung der Aquivalenz der Transformation

(62)

3 g

’ .. oa
@B —> cos 721 @B+1sin 2’ 7’5‘7713

mit der Drehung um die 3. Isoachse, so miilten wir fiir
die Nukleonen folgende Darstellungen verwenden:

1 3

=g (1= & 7 o) Bloy+99).
1 1 3

=g (1=, 7 o) Rpy— 99
1 1 3

Z ’5(1_ - ax;)L(?’%wB),
1 1 )

=g (1= 7o ) LGS —ay).

Dall die so definierten Funktlonen wieder die Dirac-
Gleichung erfiillen und auch das richtige Verhalten bei
der Transformation II haben, 148t sich wie oben zeigen.
Bei den PauLi-Girsey-Transformationen verhalten sie
sich jedoch anders. Schreiben wir die infinitesimale
Transformation I nun folgendermal3en

. a 1 .
Q’B—’(I‘H ?1)¢B— 9 (e —iag) 75(Pg,

‘PB (I_L "')‘P%‘*‘ (aa+ias) 75 ¢B,

so gilt also

5 1
R(¢B+¢%)9(1+"*)R(¢B+¢B)+ 92 (a2+La1)R( <Pg),
1

R (‘PB = <Pg) = (1_1.%)1%(973 - <P%)

R(pp+¢3) und R(pp—@$) transformieren sich jetzt
genau so wie frilher R gp bzw. Res und wir werden
deshalb auch wieder zu den richtigen Isospintransfor-
mationen gefiihrt. Auch der Isospin der Antiteilchen
wird korrekt, da wieder die Beziehungen gelten:

(Pp)C=@p, (@n)C=0z .

b) Paritit und Ladungskonjugation

Unsere Nukleonenfelder wurden so definiert, dafl
sich bei den Transformationen I und II die Nukleo-
nenfunktionen wie Isospinoren in der konventionel-
len Weise transformieren. Wir stellen nun die Frage:
Welche Transformation der KLein—Gorpox-Funktion
entspricht der Paritdtsoperation der Dirac-Funktion
@y der Nukleonen? Zum Beispiel soll transformiert
werden

o (@2—1iay) R(pg + #5).

T,1)— — Ls5i)s
992( )= 74 P ( . ) ‘ (63)
@y (1,8) > =y (—1,0) .
Diese iibliche Vorschrift der Paritatsoperation, bei
der PC=CP wird, wollen wir wie in Kap.I mit
»Parititsoperation 1. Art“ bezeichnen. In Kap. I ist
darauf hingewiesen worden, daf} die Dgl. (1) gegen
die Ausfiihrung dieser Operation an v (z) invariant
ist. Es ist aber sofort klar, daf} die gesuchte Opera-
tion an der Funktion ¢g nicht diese Operation 1. Art
sein kann; denn diese Operation ist nicht vertausch-
bar mit der Transformation II, die mit der Bary-
onenzahl zusammenhingen soll. Sie ist deshalb auch
nicht mit den Projektionsoperatoren vertauschbar,
die in den Nukleonenfunktionen (49) auftreten.
Dies sieht man z. B. an der Protonfunktion
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@

e
(¢

1 1
(Pp(r, t) —_ 5 (1 — : Y
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1 1 3
) Ry,pp(—1.0) =vag 1= (aprra) 5 | Los(=1,0) =y4pu(-1,0).

Zy

Die Paritdtsoperation 1. Art, ausgefiihrt an @p, fiihrt zu den gespiegelten Antiteilchen gleichen Isospins
iiber (hier z. B. p—n). Wir stellen jedoch fest, dal folgende Operation zu einer fiir die Definition
einer Quantenzahl brauchbaren Parititsformulierung fiihrt:

1 ~N
P —>— 1y (=11,

Wir wollen diese Vorschrift als ,,Paritatsoperation
2. Art“ bezeichnen. Da auf Grund der Forderung
PC=CP bei der ladungskonjugierten Funktion in
der Paritatsoperation immer das negative Vorzei-
chen auftritt, wo bei der Funktion selbst das positive
steht, besitzen identische Raum — Zeit-Funktionen
von ¢ und ¢ die entgegengesetzte Paritiat. Wir kon-
nen dies auch so ausdriicken, daf} die durch ¢ bzw.
% beschriebenen Teilchen eine entgegengesetzte
Eigenparitat (intrinsic parity) haben. Fiihrt man
die Paritatsoperation 2. Art an ¢y aus, so erhilt
man fiir die Nukleonenfunktionen

®p (L, 8) > 7490 (—=1,2) ,
@n(L,t) > —y4pn(-1,0),
®p (L, 8) > =749 (=1,1) ,
en (1, 2) > yaon(—1,1) .

(65)

Die Paritdtsoperation 2. Art an ¢p ist also dqui-
valent der Parititsoperation 1. Art an den Nukleo-
nenfunktionen, wenn man den Protonen und Neu-
tronen entgegengesetzte Eigenparitdt gibt. Letztere
Definition steht allerdings im Gegensatz zur Kon-
vention, die den Protonen und Neutronen die gleiche
Eigenparitit zuordnet; doch handelt es sich dabei
um einen unwesentlichen formalen Unterschied.

Die Dgl. (1) [bzw. (35)] ist gegen die Paritats-
operation 2. Art nicht in Strenge invariant. Es be-
steht aber Anlal}, eine angeniherte Invarianz im
Bereich der Baryonenlésungen anzunehmen und ins-
besondere dem zz-Meson eine ziemlich gut definierte
Paritat 2. Art zuzuschreiben. Es wird spiter ein
Néherungsverfahren entwickelt werden (IIId), das
die Invarianz gegeniiber der Paritdt 2. Art sogar
ausdriicklich voraussetzt, dessen Anniherungsgrad
aber noch nicht untersucht ist. Die Frage, in welchen
Wechselwirkungen oder in welcher Naherung diese
Invarianz durchbrochen wird, bedarf also noch einer
spateren Untersuchung.

Die Dgl. (1) [bzw. (35)] ist gegen die tibliche

Ladungskonjugation an den Feldoperatoren in-

1 3
@C(1,t) =+ = Py et (—1,1) . (64)
¢ IV

variant. Die entsprechende Operation an den Matrix-
elementen ¢y lautet:

pp—>C 1 @1, (66)

Wir bezeichnen diese Operation mit ,,Ladungskon-
jugation 1. Art“. Diese Operation an den ¢p fiihrt
aber nicht zur Ladungskonjugation an den Nukleo-
nenwellenfunktionen Gl. (49). Die Vorschrift
a
P> = 1y CT1FT (67)
die wir kinftig als ,Ladungskonjugation 2. Art®
bezeichnen wollen, ist hingegen der Ladungskonju-
gation der Dirac-Funktionen (49) aquivalent. Fir
sie ist die Feldgleichung (1) wieder nicht streng in-
variant. Fiir die CP-Operation 2. Art findet man

=
p(r, 1) = — i/ 2 |- 1 y»va‘j[—y*/up(—r,t) i

=C 'y e(-1,0]".
Die CP-Operation 2. Art ist also identisch mit der
CP-Operation 1. Art. Die Feldgleichung (1) ist in-
variant gegen CP. Auch die Operation der Zeitum-
kehr und der starken Reflexion (CPT) ist an den
Dirac- und Krein—Gorpox-Funktionen in derselben
Weise vorzunehmen.

Wir haben so gezeigt, dal die Spinorlésungen
einer KLEIN-GorpoN-Gleichung ausreichen zur voll-
stindigen Beschreibung eines Nukleonendubletts
Proton — Neutron. Die resultierenden Funktionen
fiir Proton und Neutron und ihre Antiteilchen unter-
scheiden sich in ihren Eigenschaften nur darin von
der konventionellen Isospindarstellung, dafl Proton
und Neutron entgegengesetzte Eigenparitat erhalten.
Dies fiihrt z. B. dazu, daf} bei der Interpretation des
Paxorsky-Experiments 77+ d—>n+n, das durch
seine Kinematik die entgegengesetzte Eigenparitit
fir Deuteron und 7 -Meson fordert, nun zu folgern
ist, dafl das 7 -Meson positive Paritat besitzt, also
ein skalares Teilchen ist, da das Deuteron negative
Paritdt besitzen mufl. Wegen der Ladungskonjuga-
tion mufl auch das z"-Meson ein skalares Teilchen

=
oz,
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sein. Das 72°-Meson bleibt jedoch weiterhin pseudo-
skalar, da bei seiner Erzeugung kein Ubergang von
Proton in Neutron stattfindet. Es wird spéter gezeigt
werden, daf} die vorliegende Theorie auch gerade
diese Ergebnisse fiir die w-Mesonen liefert. Fermi-
Teilchen und ihre zugehorigen Antiteilchen haben
weiterhin entgegengesetzte Paritat.

Fiir die Leptonenlésungen — unter denen wir
hier und kiinftig nur das massenlose Elektron—
Neutrino-Dublett verstehen wollen — 148t sich eine
Paritdtsoperation und Ladungskonjugation 2. Art
nicht mehr definieren. Denn der Operator o }/pq ,

5, bei

den Nukleonen entspricht, ist jetzt mit der Trans-
formation II vertauschbar. Dagegen bleiben CP, T
und folglich auch CPT weiterhin definiert, welche
zur Beschreibung des experimentellen Sachverhaltes
ausreichen.

§ s . 1
der im gewissen Sinn dem Operator i

¢) Vereinigung von Leptonen- und Baryonen-
darstellung

Benutzt man, wie eingangs bemerkt, die Invarianz
der Scharen von Wellengleichungen mit Parameter [
gegeniiber der Skalentransformation, so lassen sich
Leptonen (im engeren Sinne) und Nukleonen in
ein System bringen. Wir miissen dann zwischen zwei
verschiedenen Matrixelementen unterscheiden, je
nachdem, ob sie zu einem Einteilchenzustand y mit
A=t % gehoren

(p‘/z(x3 l) = <0|W($, l)il%) s
Pz, ) = (0w (= D|x7") .

w(z,l) ist hierbei der Feldoperator, der die Wel-
lengleichung (1) mit Parameter [ erfiillt. Wir haben
hierbei nur den einfachsten Feldoperator explizit an-
geschrieben. Da ja A definiert ist durch (15a) und
(16) und fiir das Vakuum definitionsgemal} gelten
soll

(68)

A]0)=0 und (0|A4=0,

so folgt daraus, dal ¢,, und ¢ _,, verschiedene Lén-
gendimensionen besitzen; und zwar konnen wir
schreiben:

@y, (2, 1) =l‘1<p(?),
@_y,(z,1) =l‘2q7(:ylc).

Dann gilt offensichtlich

(69)
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Ay, (2, 1) =1 [1—1 % (%)

Iy 1
= ;’ (pl/s (x’ l) = 27 (pl/g (I, l) 3

Ap_y,(z,0) =1 [1_2 ¥ (glc)]

(70)

Iy 1
= ,2\, qn_,,z(x, l) = — '2*¢_1/,(xs l) *

Mit 4 lassen sich wieder Projektionsoperatoren der

Form bilden
lyy=%(1+22) und 2_,,=%(1-22), (71)

mit denen die eine oder andere Wellenfunktion aus
der Gesamtheit herausgeblendet werden kann.

Nukleonen und Leptonen lielen sich nun folgen-
dermaflen darstellen:

et 2]
R[l'l ¢C )

o x

172 gC (T)
o (7))

: (72)

@er =L [1‘1(77 (’:;‘)] s @e-=R {1_2 @° (%)]7

peifrres (2] okl (2))
zy bedeutet hier eine reine Zahl, die der Nukleonen-
masse proportional ist und die sich unabhéngig von
der Wahl von [ aus der nichtlinearen Differential-
gleichung und der Vertauschungsfunktion ergeben
soll. Die experimentell beobachteten Massenverhalt-
nisse sind durch die Verhiltnisse von solchen Mas-
senzahlen gegeben. In obiger Schreibweise ist offen-
sichtlich, daB die in den Nukleonenwellenfunktionen
auftretenden Projektionsoperatoren mit dem Opera-
tor 4 vertauschbar sind, da 7,1(9/9z,) mit 1 ver-
tauschbar ist.

Bei dieser Darstellung von Nukleonen-Leptonen
miissen wir die Definition der Ladungskonjugation
etwas abiandern, da ja beim Ubergang vom Teilchen
zum Antiteilchen die ,Langenquantenzahl® umge-
dreht werden mufl. Dies geschieht, indem man die
Nukleonen- und Antileptonen-Wellenfunktionen bei
Ladungskonjugation noch mit ™!, die Antinukleo-
nen- und Leptonen-Wellenfunktionen noch mit [

multipliziert. Es ist vielleicht zweckmaBiger, in die-
sem Fall wieder eine Matrixschreibweise einzufiih-

2

B
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ren, derart, dal} wir zuordnen

l—l__)(O 1

00)> l_)((l)g)'

Mit diesen beiden Matrizen liele sich dann eine
PauLr-Spinmatrix aufbauen

s /01

i=(30)s
die nun zusammen mit obigem Operator 4, den wir
zweckmilig

(73)

2l—>7.3:(1 0)

0 -1 (74)
schreiben, einen neuen Raum definiert. Die Ladungs-
konjugation der KreiN—Gorpon-Funktionen wire
nun zu schreiben:

p— —A ° C1gT.

oy (75)
% Ox,

An sich miifite man £ und 4, durch unendliche anti-
kommutierende Matrizen darstellen, um auch Zu-
stainde mit den Quantenzahlen = 3, £ 3§ usw. be-

schreiben zu konnen. La3t man diese Zustande auller

1 1 ) 1
Po= (1— ZVV'a';>R(PB= 3

v =
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Betracht, was wir immer getan haben, so konnen
wir uns fiir Einteilchenzustinde auf die zweireihigen
Matrizen beschranken. Die durch (71) gegebene
Darstellung von Nukleonen und Leptonen (im en-
geren Sinne) wollen wir jedoch nur benutzen, wenn
die Leptonen iiberhaupt in Erscheinung treten und
wir sie von den Nukleonen trennen wollen. Meist
wird es ausreichen, die Darstellungen (37) und (49)
zu betrachten.

d) Ausniitzung des X-Raums fiir die Niherungs-
methoden

Unsere Betrachtungen in den vorangehenden Ab-
schnitten haben sich im wesentlichen auf die Unter-
suchung von Matrixelementen beschrankt. Wir haben
z.B. in (49) fir die Wellenfunktion des Protons,
wenn wir von den Verfeinerungen (72) absehen,
die durch die Skalentransformation bedingt sind,
angesetzt:

(1— 7 aaIV)R(0|1p(x)+...|z).

Vermoge der Wellengleichung (1) konnen wir dies auch schreiben

1

o= 5 < OIRW@ +L . 55y @P@ rsraw(@]:+... |2 >

Der Feldoperator des Protons wére also gleichsam in niederster Ndherung

vo (@) = 5 [Rv@ + | Liysyuy(@) (9@ rsrav(@)]:

In Strenge 163t sich der Zustand ,,Proton® natiirlich
aus dem Vakuum nur gewinnen, indem man eine
unendliche Reihe von Produkten von Feldoperatoren
(v, wypyw, wipywpy,...) auf das Vakuum anwen-
det. Die hoheren Glieder dieser Reihe mogen ver-
haltnisméafBlig wenig beitragen. Die beiden ersten
aber sind von gleicher Wichtigkeit.

Die Feldoperatoren der Nukleonen konnen in
ihrem asymptotischen Verhalten nicht mehr durch
eine Einpunktfunktion in ihrer vollen Symmetrie
dargestellt werden, sondern man braucht dazu auch
die 3-Punktfunktion, die dieselbe Groflenordnung
hat wie die 1-Punktfunktion. Dies liegt daran, dal}
die 3-Punktfunktionen [oder ganz allgemein alle
(3 +4 n)-Punktfunktionen mit n=0, 1...] sich bei
den Transformationen I und II umgekehrt im Sinne
einer Rechts — Links-Beziehung transformieren im
Vergleich zu den Einpunktfunktionen [oder allge-
mein den (1 + 4 n)-Punktfunktionen]. Fiir die Neu-
trinos verschwindet wegen der fehlenden Wechsel-
wirkung die 3-Punktfunktion.

(76)

Andererseits haben wir auch festgestellt, dall man
bei den Nukleonen durch Einfithrung von

als unabhiangiger Variabler (vgl. 43, 44) eine
KLeIN—Gorpon-Gleichung fiir ¢ in eine Differential-
gleichung 1. Ordnung mit der doppelten Anzahl von
Komponenten umschreiben kann [Gl. (46)]. Mit
dem achtkomponentigen Spinor @ (z) von Gl. (45)
lassen sich die Nukleonen nun folgendermalien dar-

stellen, wenn wir noch die Diagonalmatrix X'y = (§ ¢
einfiihren:
pp=3(1+2) 3(1+7;2,) P,
Pn=301+2)) 3(1+y;2;) ¢

=3 (1+2) (14753 20 0
pr=3(1+2) 3 (1-y; 2y €

-3(1+2)) %(1—7’523) P,
pa=3(1+2) 51—y, P.
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Zur Abkiirzung haben wir gesetzt

pT
PP —y, S, BC =y, 5, C1 (zﬁ) . (78)
B
Da ¢p und ¢y sich bei den Transformationen I und
IT umgekehrt transformieren, lauten die Pavri-
Girsey-Touscuex-Transformationen an @ ausge-

fiihrt

D—>adD+bPP,
Q}_»e’/zia.ysz,dj’

PP — g* PP —b* D,
@D e‘/:iu“ySZ; @D .

Die Nukleonenfunktionen erfillen bei obiger Dar-
stellung alle wieder die gewohnliche Dirac-Gleichung
“ 3 +V~)(PN=0-

(7” -y
Die Parititsoperation 2. Art wird definiert durch

D(r,8) > 2,1y, DP(-1,0),

DC(1,t) > — 2 7, PC(—1,1) . (79)

Dies hat zur Folge, dafl wieder (65) gilt. Fiir die
Ladungskonjugation 2. Art haben wir entsprechend

D(z) >3, C1DT(z) , (80)

was die iibliche Ladungskonjugation fiir die Nu-
kleonenfelder zur Folge hat.

In einer Naherung, in der wir die Leptonenlosun-
gen ganz vernachldssigen und uns auf die niederste
Naherung der Nukleonen beschrinken, sollten sich
auch die Feldoperatoren

_i 7y Py

Ip] w(@)

y(z) und P(z) =
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dhnlich verhalten. | p| ist im Impulsraum eindeutig
definiert und geht bei den Nukleonen dann in die
Nukleonenmasse tuber, wenn diese auf die Energie-
schale zu liegen kommen. Die Feldgleichung (1)
und das daraus resultierende 7-Gleichungssystem ist
gegen die Substitution yw(z) — ¥ (z) im allgemei-
nen nicht invariant, wie man nachpriifen kann. Na-
herungsweise diirfte aber eine solche Invarianz be-
stehen, insbesondere dann, wenn man sich auf die
Beriicksichtigung von Kontraktionen zwischen je
zwel Feldoperatoren beschrankt. Innerhalb einer sol-
chen Niherung konnen wir deshalb den Versuch
wagen, die nichtlineare Feldgleichung vor der Quan-
tisierung gewissermalflen zu ,,symmetrisieren®, und
zwar so, daf} wir eine neue 8-komponentige Opera-
torfunktion ¥ (z) einfithren durch die Definition

w(ﬂ) (&1}

und nun fiur diese Operatorfunktion dieselbe nicht-
lineare Feldgleichung (1) fordern, d. h.

W (2)

_ Ll (v@\_ 1L
T(‘T) = VE(@(I) ) = V2<_l‘ ?iwppr

Yo V(@) £ 8570 ¥ () [P (2) 7574 ¥(2)] =0,
(82)
Alle y-Matrizen sollen sich dabei in dem durch v (z)

und 1) (z) aufgespannten Raum, den wir wieder mit
den X-Spinmatrizen beschreiben, wie Einheitsmatri-
zen verhalten. Ausgeschrieben in seine 2-Spin-
Komponenten entspricht diese Gleichung folgendem
Gleichungspaar:

7 aiv(x) +Bysup (@) 3 [P) 75769 (@) +9(@) 15 7uP(2)] =0,

7 B(@) EBys7ab (@) 5 [P() 1570 (2) +B(@) 757D (@)] =0.

v

Dieses Gleichungspaar ist also nur in einer solchen
Naherung der urspriinglichen Differentialgleichung
dhnlich, in der auch ¥ (z) sich dhnlich wie v (x)
verhalt.

Dieser Sachverhalt 1daBt sich auch folgendermaflen
interpretieren: In einer Naherung, in der nur die Nuk-
leonen als Losungen der nichtlinearen Feldgleichung
(1) auftreten, konnen wir die Feldgleichung niherungs-

Lw=

(83)

weise als eine Operatorgleichung betrachten, welche die
,nackten Nukleonenoperatoren v (z) direkt miteinander
verkniipft. Fiir die ,angezogenen“ Nukleonen v’(z)
hingegen wird die Wechselwirkung im allgemeinen
komplizierter sein, und wir erwarten deshalb, daf in den
Wechselwirkungstermen dieses Operators auch beliebige
Ableitungen nach den Raum-Zeit-Koordinaten auftre-
ten konnen. Wir betrachten nun allgemeine nichtlineare
Ausdriicke von v’ (z) der Form:

(84)

2 [Cio? ¢ R pa,..) [y (p—1k) O (p, k) ' (p+ $K) 1 [v (g +3K) 0/ (g, k) v (g— 1 k)] d*p d*q d*k,
(]
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wo 0;V) und 0,2 allgemeine Dirac-Operatoren sind,
welche von den Impulsen p, k bzw. ¢, k abhéngen kon-
nen und so miteinander kombiniert werden sollen, daf}
Lw eine Lorextz-Invariante ist. Soll Lw ein HermiTe-
scher Operator sein, so ist dafiir hinreichend, da O;(V
0, die Bedingungen erfiillen:

0 (p, k) = £y, 0,0*(p, —k) 74,
0:®(q,k) = £y,0:d*(q, —k) 74.

Hierbei sind fiir jedes Glied in (84) entweder die obe-
ren oder die unteren Vorzeichen zu verwenden. Diese
Bedingungen bedeuten keine wesentliche Einschrin-
kung beziiglich der Hermrrezititsforderung fiir Ly .
Nun soll Lw auBlerdem invariant sein gegeniiber den
PavLi-Girsey-Touscuek-Transformationen (I) und (II).
Um dies zu gewihrleisten, miissen folgende Bedingun-
gen erfiillt sein:

(85)

itvvpy) v5(vr k), Skalare

04 (p, 1) =

LYuDrv; Vs Yuks Tensoren,

fiir 0;® (g, k) finden wir entsprechende Glieder, wenn
wir p durch ¢ ersetzen. Die skalaren, vektoriellen und
tensoriellen Anteile von O;(!) und O;® miissen so mit-
einander verkniipft werden, dal Lw Lorentz-invariant
wird.

Wir fordern nun weiter, da 0;) und 0;® und hier-
mit Lw auch invariant sein sollen gegeniiber der
»Dach“-Transformation:

L ;’)' pl’

S e Ipl

Y.
Dann finden wir fiir O;!Y) nur einen Ausdruck der
Form:

ir,(p,—%k) iy, +1k)

— ¥ e Yy — 89
ookl 77 Ppba| o 8

oW =YsVut -

und fiir O® einen entsprechenden Ausdruck mit ¢
statt p. Nimmt man die Funktion C; in (84) als kon-
stant an, so fiihrt dieser Ansatz fiir das nichtlineare
Glied zu einer Differentialgleichung der Form (83),
denn das bilineare Glied %' (p) i 7, p, ¥ (p) der ,,freien”
Lacrange-Funktion ist ebenfalls invariant gegeniiber
der ,Dach“-Transformation. Um die ndherungsweise
Giiltigkeit der Dgl.(83) zu zeigen, miifite plausibel ge-
macht werden konnen, dal} die gegen die ,,Dach*-Trans-
formation nicht invarianten Glieder wirklich gegeniiber
dem aus (89) resultierenden Glied klein sind.

Wir wollen nun diese erweiterte, jedoch — im
glnstigsten Fall — nur niherungsweise giiltige Dif-
ferentialgleichung (83) verwenden, um eine andere,
unter Umsténden ,,hchere“ Naherung fiir die Eigen-
wertgleichung der Nukleonen zu erhalten. Ob man

vsvus () Vsvu (VoPo) s (1K) vsvu(voko)s [(rvks) 75 7u(vepe) — (v py) 75 7u (Vo ko) 15
Tku(yops) s iPu(voko) s iL(rv ko) 7 (Vo Po) — (75 o) Yu(vo o) ],
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0"V (p, k) =C*0:T(—p, k) C,

, 8
0i® (¢, k) =C™1 0T (—gq, k) C o

und
0" (p, k) = —y5 0:) (p, k) 75 ,
0:i® (g, k) = —y5 0:® (g, k) 5.

Hingen O und O® nicht von den Impulsen ab, so
sind die Bedingungen (85) erfiillt durch: 1, y5, 7.,
Vs Vus Yuv 5 die Bedingungen (86) durch: 1, v5, ¥5 7.3
und die Bedingungen (87) durch: y,, y57.; d. h. alle
Bedingungen sind erfiillt durch O =0 =y, y,. Ist
im Ausdruck fiir Lw die Funktion C; ebenfalls von den
Impulsen unabhéngig, so erhilt man fiir Ly gerade das
nichtlineare Glied in der Lacrance-Funktion, die zur
Feldgleichung (1) fiihrt.

LéBt man Impulse in den O; zu, so ergeben sich fiir
die Dirac-Operatoren folgende Moglichkeiten:

(87)

Vektoren (88)

durch diese primitive Manipulation wirklich eine
Verbesserung der Nukleoneneigenwerte im Vergleich
zu der entsprechenden Ndherung mit einem 4-kom-
ponentigen 1 (x) erzielt, ist allerdings zunédchst un-
gewill und konnte erst durch eine spitere Verbesse-
rung der Eigenwertberechnung entschieden werden.
Es besteht immerhin die Hoffnung, daBl dadurch,
dafl man die Symmetrie von v (z) und ¥ (z) — die
bei freien Nukleonen auftreten mufl — schon zu
Beginn der Rechnung einbaut, in gewisser Hinsicht
hohere Glieder berticksichtigt werden — insbeson-
dere die 3-Punktfunktion — und damit auch eine
Verbesserung der Resultate erreicht wird.

Fir die Quantisierung der ¥ (z) benétigen wir
noch die Vakuumerwartungswerte von Produkten
der w(z) und ¥ (z) (also quasi der 4-Punktfunk-
tion).

Gemil der Definition von ¥ (z) folgt aus

0]y p@)0y= 1

e B 4
(2n>4/dp
Aol nun
#(2) $(2)]0) = (0| w(2) ()| 0)
1 i % s o
= | Y0

#(2) p(=)]0) = (0] y(2) B()]0),

Vv Dy el P(z—2)
p*+#?

bei Anwendung des Operators —

(0

(0
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oder fur die 8-komponentigen Operatoren

(0] ¥ () ¥(@)|0)= 1

Diese Funktion soll nun wieder auf adhnliche Weise
wie oben regularisiert werden, indem wir unter Be-
niitzung von I, Gl. (25), einfach auf dem Lichtkegel

1 4

T / dtp e Pt i1 % ip—a)
@a)
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pP+x? (90)

die 0- und ¢’-Funktion im Ausdruck y, p./(p?+ #?)
und die O-Funktion im Ausdruck ix/(p®+ #?) ab-
ziehen, also fiir die praktische Rechnung verwenden

P, ¥y %*

WA _+ 1 4| PpVy® lZiL
O1¥@) F6)10)= 3500 [ de el + wirvm ] -
oder in Komponenten ausgeschrieben
B O(x = e _ 1 a | 1 1. ipa—a)
(0$@ 7()|0) = (0]w() $@)0) = L [atp[ iy - —|imeire), -
. P = 1 1 1 2 iplz—z'
(0]p(@) $()]0) = (019 (=) $=)[0) = 1or [dtp[ s — S+ 2 o ire),
Statt der Verdopplung der Feldoperatoren kann und fiihren folgende Bezeichnungen ein:

man auch, _wie im Entwurf von PauLr und einem der #=1(tp+n), e= (1/2%) (n—np). (94)
Verfasser 1> erwihnt, eine Verdopplung des Va-

kuums vornehmen. Da wir uns hier nur fiir die
Matrixelemente zwischen einem Einteilchenzustand
und dem Vakuum interessieren, kann man zwei

Vakua einfithren: 0) und 6) , und die Matrix-

elemente (0| (z)|7) und (0 |y (x)|y) unterschei-
den. Die Operatoren X wirken dann auf die Zu-
stinde des Vakuums. Die Vakuumerwartungswerte
von Produkten von 2 Feldoperatoren werden 2 x 2-
Matrizen, solche von 2n Feldoperatoren 2"-27"-
Matrizen. Im Prinzip hat man damit eine unendliche
Entartung des Vakuums formal eingefiihrt, nicht
nur eine Verdopplung. Ob sich ein solcher Formalis-
mus als zweckmifig erweist, kann erst die weitere

Entwicklung der Theorie lehren.

e) Verletzung der Isoinvarianz

Es erhebt sich die Frage, ob die im Abschnitt Il a
und ITlc eingefiihrten Darstellungen fiir Nukleonen und
Leptonen im Prinzip eine solche Verallgemeinerung zu-
lassen, daf} auch die wirklichen Nukleonen und Lepto-
nen mit den die Isoinvarianz stérenden kleinen Massen-
differenzen dargestellt werden kénnen. Wir wollen hier
z. B. das Neutron-Proton-Dublett ins Auge fassen. Nur
in 1. Ndherung, in der die volle Isosymmetrie gilt, sind
die Massen dieser beiden Teilchen identisch, ist also das
Dublett streng entartet. Wir fordern nun die realisti-
schen Dirac-Gleichungen

3 3
(7 5oy ) =0 (70, #0720 (93)
3 3
<}’;. 78;: +7{D> @p =0, (:/1' ’a;"' +7~n>(pn_=0

bzw.

Fiir die Krein-Goroon-Funktionen @p setzen wir statt
(42) daher eine modifizierte KLeiN-Gorpon-Gleichung an

[P*+%*(1—y5¢€)*] =0 (95)
und folglich fiir das ladungskonjugierte Feld
[p2+#2(1+¢75)%] gp=0. (96)

Diese Gleichungen sind invariant gegeniiber der Trans-
formation II, der Eichtransformation Ia und der CP-
Transformation. Auch die Skalentransformation, die wir
in der Schreibweise nicht beriicksichtigt haben, erfolgt
wieder wie frither und wird durch y; nicht beeinflufit.
Die allgemeine Pauri-Giursey-Transformation I ist aller-
dings durch ¢ y5 gestort. Die so beschriebenen Teilchen
besitzen eine wohldefinierte Ladung und Baryonenzahl,
weichen aber von der strengen Isosymmetrie in der Gro-
Benordnung von ¢ ab. Wir konnen die Kiein-Gorpon-
Gleichung analog (43) zerlegen in das Gursey-Glei-
chungspaar

3 A
Vg, P=—x#(+eys) ¢,

5 07)
to gy, B —E(l~275) P

Wir sehen schon, daBB an die Stelle des {fritheren

1 .
= W iietzt die Dirac-Operatoren

Oz,
1 1 3 l—cys 1 3
_ = g P e s RN 2
l4+ey; # 77 Bz, 1—e2 % Oz,
1 1, 8
l—ey; = 7 oz,

zu treten scheinen. Mit Hilfe dieser Operatoren 1aft sich
auch tatsdchlich wieder eine Paritdt 2. Art definieren



460 H.-P.DURR, W. HEISENBERG,
1+ey; 1 3
(ﬁn(r’ t)_)_ _"1+_£22" % P 3% 749 ];(71" 1)’
1—¢ 1 3 (98)
PRI+ 2 E*V4</>g(~r» £),
dh 2B Rolohs——tar Ro(—10).
.h. z. B. @(r,t == e 81 @

Fiir die Nukleonen finden wir nun folgende Darstellun-
gen

1 1 3
Pv="9 (1* Wll—2) 7 3. )R(;OB,

1 1 2 C
Pn="9 <1_ wld+e ,)RQOB’
(99)

1 1 3 c
gr=g{l-—sgtrh a) EPg:

] S
o5= 3 (1= ~ara 7o) L9

Auf Grund der modifizierten KiLeiN-Gorpox-Gleichung
(95) gilt ndmlich

82 4,2 2 R
s —#01-9? | Ren=0,

o,
[éi: —2(L+e)? }Rmﬁ =0,
™

778717?:27 —X2(1—6)2 ]Lqﬂg =0.

Fiir das Proton ergibt sich die richtige Dirac-Gleichung:
3
Vv ag‘f”x): —%(l—¢€) gp=—xppp.
Ebenso erhilt man fiir das Neutron:
y §7<p =—x(1+¢&) @n =—n@
v azy n v n n n-
Wie frither gilt auch wieder
(p) =@
und umgekehrt.

Auch die Paritdtsoperation 2. Art fiihrt wieder zu
den fritheren Beziehungen (65).

und  (¢n) S =¢x

Fir die Leptonen 148t sich auf dhnliche Weise eine
Storung der Isosymmetrie einfithren. Wir konnen etwa

0|yl p@E, l)|0>f

Es ist in diesem Zusammenhang vielleicht inter-
essant, daB} dann, wenn die c-Faktoren fiir Leptonen
und Nukleonen die gleiche Grolenordnung haben, der
Leptonenterm nach der Regularisierung mit einem zu-
sitzlichen Gewichtsfaktor (ze/zp)*~>10713 vorkommt.
Bei strenger Giiltigkeit der Isospintransformation ver-
schwindet er ja iiberhaupt, wie in Kap. II gezeigt wurde.

/d“ exp{tq(x—z)/l}{cn R zp?
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das Gleichungspaar ansetzen

ai gL=—xed(1+7;5) ¢L,
a" i (100)
Py, (L+7s) PL=—x(1-7s) o1,
d. h.
( Ca 4.2)Lm=o pyo Ripr=0
3z, * =T Vg, HPLTY
- 5 L (101)
2 = ) ! =
(812 EL)R(/’L— s }’31,, ¢1, =0.

Dann kann man die Teilchen folgendermaflen darstel-
len
1 1 3
N o (102)

1 1 3
Pe= (1— — P az;.)R(fg’ »»=RqL.

Z He

Wie in Abschnitt IIT ¢ konnten wir auch wieder die
Skalentransformation zur Unterscheidung von Nukleo-
nen und Leptonen heranziehen. Wir wollen dies nicht
explizit ausfithren. Interessant ist hingegen eine Be-

trachtung der Vakuumerwartungswerte. Fiir die Massen-
funktionen gilt nun nicht mehr [vgl. GL. (33)]

01}7, :051/z =op=cp 0({—zp?%),

of, =o®y, =oL=cL0(0), (103)
sondern
off, =epd(C—2?), ofy, =end(—a)
und
o, =ce 0l -z, ofy =c,8(0). (104)

Hierbei sind zp, zn und z. die Massenzahlen von Pro-
ton bzw. Neutron bzw. Elektron, und man wird anneh-
men konnen, dall sich die Konstanten c¢p und ¢ auch
nur wenig unterscheiden. Wichtig ist, dal die Massen-
dichtefunktionen, die als Faktoren des , Massenterms®
in den invarianten Funktionen gewoshnlich auftreten,
weiterhin verschwinden, da die Invarianz gegeniiber der
Transformation II noch streng gilt.

Beriicksichtigt man in den Massenfunktionen nur die
O-Funktionen und regularisiert wieder wie oben, so
wiirde man etwa erwarten

¢o Lzt
@+t

CeLZe } 97y

+z [ ()

S (105)

q2+zp2
IV. Anwendung der Tamm-Dancoff-Methode
zur Berechnung der einfachsten Massen-
Eigenwerte
a) Vorbemerkungen
Die Tamm—Dancorr-Methode (in ihrer mehrzeiti-
gen, auf das wirkliche Vakuum bezogenen Form)
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ermoglicht prinzipiell die Bestimmung von Eigen-
werten nach folgendem Verfahren: Die Dgl. (1)
[bzw. (35)] erzeugt ein unendliches System von
Differential- bzw. Integralgleichungen zwischen den
Matrixelementen fiir zeitlich geordnete Produkte
von Feldoperatoren, den sogenannten 7-Funktionen.
Dieses System wird durch zwei verschiedene Arten
von Randbedingungen erginzt.

Erstens wird gefordert, dal die 7-Funktionen im
Unendlichen verschwinden und eine hinreichend
schwache Singularitat am Lichtkegel besitzen sollen,
so daBl die bei der Behandlung des Systems auf-
tretenden Integrale konvergieren.

Zweitens muf} es moglich sein, die 7-Funktionen
mit sehr vielen Variabeln auf solche mit einer ge-
ringeren Variabelnzahl zuriickzufiihren. Daher muf}
man neben den 7-Funktionen noch einen anderen
Satz von Funktionen (in den fritheren Arbeiten
@-Funktionen genannt) postulieren, die eindeutig
durch die 7-Funktionen definiert sind und folgende
Eigenschaft haben. Wenn man in diesem zweiten
Satz von Funktionen ¢,=0 fir n >N setzt (n ist
hier die Anzahl der Variabeln), so erhélt man als
Lésung des Integralgleichungssystems einen Satz
von 7-Funktionen, die im limes N — o gegen end-
liche Grenzwerte konvergieren. Dieser Satz von ¢-
Funktionen braucht nicht der in den fritheren Arbei-
ten mit Hilfe der , Kontraktionsfunktion® % Sy de-
finierte Satz zu sein. Im Falle des anharmonischen
Oszillators hat Symanzik 2° zeigen konnen, dal es
unendlich viele Satze von @-Funktionen gibt, die
zu einem konvergenten Formalismus fiithren. Die
Existenz solcher Funktionen-Sitze ist also plausibel;
ob aber der bestimmte in den fritheren Arbeiten
beniitzte Satz diese Eigenschaft hat, ist ungewiB.

Praktisch wird man einstweilen kaum anders vor-
gehen konnen, als dal man zur Konstruktion dieses
Satzes von @-Funktionen Kontraktionsfunktionen
beniitzt, die aus Naherungsannahmen fiir (26) her-
geleitet sind. Als einfachste Annahme bietet sich wie
in den fritheren Arbeiten die Moglichkeit dar, im
Massenspektrum ¢({) in (26) nur einen einzigen
diskreten Eigenwert zu beriicksichtigen, der zu den
stabilsten massebehafteten Fermionen, den Nukleo-
nen, gehort. Die Leptonen koénnen zunichst ver-
nachlédssigt werden, da sie in der ersten Naherung
die Masse O besitzen und daher in der Darstellung
(26) nicht in Erscheinung treten; der Eigenwert der

25 K. Symanzik, Gottinger Dissertation, 1954.
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Nukleonen wird im Verlauf des TamM—Dancorr-Ver-
fahrens naherungsweise bestimmt werden konnen.

Eine so gewonnene Naherungsfunktion fiir (26) kann
allerdings die wirkliche Funktion (O]w(x) P(2) I 0)
bestenfalls fiir groBere Werte von |z — 2 |2 ungefihr
darstellen. In der Nahe des Lichtkegels zeigt die
Niherungsfunktion ein analytisch véllig anderes
Verhalten als die wirkliche Funktion. Sie hat mit
der wirklichen Funktion hier nur die wichtige Eigen-
schaft gemein, daf} die unmittelbare Umgebung des
Lichtkegels zu Integralen fast nichts mehr beitragt.
Daher werden auch die durch das Naherungsverfah-
ren gewonnenen 7-Funktionen von mehreren Varia-
beln bestenfalls fiir groBBere Abstinde zwischen den
verschiedenen Variabeln die richtigen Funktionen
approximieren; in der Néhe der betreffenden Licht-
kegel aber miissen sie ganz falsch werden. Das oszil-
latorische Verhalten, das in der Nahe der Lichtkegel
bei den richtigen Funktionen zu erwarten ist, kann
bei den Naherungsfunktionen noch nicht auftreten.
Trotzdem darf man vielleicht hoffen, durch diese Na-
herungsfunktionen Eigenwerte abschdtzen zu kon-
nen, da es sich bei den Gleichungen der Tamm—
Dancorr-Methode praktisch stets um Integralglei-
chungen handelt und da bei den Integrationen die
Umgebungen der Lichtkegel nur eine verhaltnis-
miafig geringe Rolle spielen. Wenn im Néherungs-
verfahren 7-Funktionen auftreten, bei denen zwei
oder mehr Variable gleich werden, so bedeuten sie
im Rahmen des Verfahrens also eigentlich Mittel-
werte iiber endliche Bereiche, durch die der oszilla-
torische Anteil weggemittelt ist. Sie konnen nicht
mit dem wirklichen Wert der 7-Funktion an dieser
Stelle verglichen werden, da der letztere infolge des
oszillatorischen Charakters des Antikommutators
haufig gar nicht definiert ist.

In diesem Zusammenhang sei erwahnt, daf} in
einer nichtlinearen Theorie von der hier besproche-
nen Art — ahnlich wie im Lee-Modell nach der Re-
normierung — die aus der klassischen Theorie der
Ausgangsgleichung gewonnene Form der Erhaltungs-
sdtze, z. B.

3

3z,
nicht verwendet werden kann, da die Matrixelemente
dieser Operatoren wegen der Oszillationen gar nicht
definiert sind. Man muf} vielmehr Operatoren vom
Typus i (z) ;wf y () d’ betrachten, bei denen
uber ein kleines, aber endliches Raum-Zeit-Volumen
etwa um den Punkt x =2’ integriert wird.

[P (z) p»y(z)]=0,
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Erst fiir die Matrixelemente solcher Operatoren kann
man hoffen, Erhaltungssitze angeben zu konnen.
Aus dem gleichen Grund ist es auch unmoglich,
einen Hawmirron-Operator anzugeben, der nur aus
Feldoperatoren zur gleichen Zeit aufgebaut ist (vgl.
Anm. 8, S. 544, und Kap. VII der vorliegenden Ar-
beit).

Nach diesen Vorbemerkungen soll die Berechnung
der einfachsten Eigenwerte in der gleichen Weise
wie in der fritheren Arbeit? vorgenommen werden.
Der Wert eines solchen Approximationsverfahrens
kann wohl erst beurteilt werden, wenn mehrere suk-
zessive Ndherungen fiir den gleichen Eigenwert be-
rechnet worden sind. Das kann wegen der groflen
Kompliziertheit héherer Naherungen in der vorlie-
genden Arbeit noch nicht geschehen.

Aber selbst wenn sich die Nidherung als ungenii-
gend erweisen sollte, gewdhrt das Tamm—DANcorE-
Verfahren manchen wertvollen Einblick in die in-

- il me(x—x') (75 7%) 20 (75 P5) at (2’ z2 | 2’ x) d%’
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nere Struktur der Theorie, z. B. in die Symmetrie-
eigenschaften der einfachsten Elementarteilchen und
der zugehorigen 7-Funktionen, der die zum Teil
recht komplizierten Rechnungen rechtfertigen mag.

b) Spinorteilchen

Wir berechnen die Masse des leichtesten Spinor-
teilchens nach dem gleichen Verfahren wie in einer
fritheren Arbeit 3. Dazu gehen wir von der Gleichung
fur die Einpunktfunktion

(Mot 5 1@ =B s 700 (s )o@z |2)
Ty eoc 7
(106)

aus. Fir die auf der rechten Seite stehende Drei-
punktfunktion verwenden wir statt der Differential-
gleichung die mit der Green-Funktion zur Masse
Null integrierte Gleichung

T(II}I) =il2/00:t(x—x,) (‘}/5 yv):up (75 Vv)slr(x’x;t,]x,x) d4x'
00 T @ oA

€ T

(107)

® oA e T

:ilgfc,"(x'—x) (75 79) on (g pp)av(zzx’ |2’ ') d%’.
e

Die Verwendung jeder dieser Gleichungen bedeutet
eine andere Naherung. Wir werden gegebenenfalls
iiber die drei erhaltenen Ausdriicke mitteln. Wir
driicken nun die 7-Funktion auf der rechten Seite

4

v 4 — _— 4 S pe
7 (ﬁi;:)_Faﬁ(x z) L

(PP+x2—i0) (p2—id)2

clA € ¢

durch @-Funktionen und Kontraktionen aus (Wick-
sche Regel) und vernachlissigen alle ¢-Funktionen
bis auf die Einpunktfunktion. Als Kontraktionsfunk-
tion verwenden wir 26

eilp, z=2) Pu?Vu o d4

p; (0—0) (108)

wir vernachldssigen also die Beitrdge der Leptonen und des kontinuierlichen Spektrums und beriicksichtigen
allein den Beitrag der Nukleonen in der Nédherung, in der Protonen- und Neutronenmasse als gleich an-
genommen werden, und in der Form (26). Wir erhalten dann

Pr —a° 7 (2|) =il4/d4x'[“/5 YuGx—2) p5 7 F(& —2) p57uF (x—2) ysp 1 (2|)
—75YuG(x—2') y577(2"|) Spur y57. F(x—7') y5 7 F (2 - 2)]

xr,

= —ilt [ A% [r57u F(z—2) y5 v (' |) Spur y5 74 G (z—&) y5 70 F (2 — )

(109)

—1svuF(@—2) ps 7 F (& —2) 7372 G (2 =) y5p» 1 (2 |) ]

:il4/d4x'[y5 YuF(z—2') y59: G(&' =) psyu F(x—2") p5 v 7(2”))
~7s7uF(@—2) yspy (2’ |) Spury5 7. F (2 —2') 757, G (2" — ) 1.

Dabei sind alle Dirac-Matrizen in der Reihenfolge, in der sie in der Gleichung stehen, zu multiplizieren.

Nun beniitzen wir die Tatsache, dall v periodisch ist:

7(z]) =€/ 1a.
3

(110)

26 F entspricht —% Sp (Dysox) und i S:+ (Scuwinger), analog G.
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Dabei ist /. der Impulsvektor des Zustandes, in dem ein Spinorteilchen vorhanden ist. Durch Transforma-

tion in den Impulsraum finden wir

AT dig d'x S N

WRLE= ’(ﬁ)?/ﬁq—rwﬁ—ia] [ i—i8) [P +nt=i8] [2=i0] [Pio] " (1
Dabei ist fiir die drei Ausdriicke in (109) mit der Abkiirzung Y (p) = — (puyu) %/ (p® —i9) (112)
Mi= —ys7u(psq—r+ 1) ys Y (q) y57 Y (r) y57r 7 (113 a)

+ 75y (rsq—r+1D) vy Spur[ys v Y (@) vs 7 Y (1) ],
My= —ys7. Y (1) 5 7v Y (@) 757y g—1+]) 75701 (113b)

+ 757 Y (r) ysy» 7 - Spur [y57u (v, q—1+J) 17 Y (@) ],
My= y57uY(—q) vs7» (1sq—r+D) y57 Y (r) ys1» T (113 ¢c)

— 57 Y(—q) ys 77 Spurlys v Y (r) 75 (9. gq—r+01.

Fiir die weitere Rechnung ist es giinstig, die schon frither 3 berechneten Impulsraumintegrale zu verwen-
den. Wir setzen fir die dort (s. [3, (29)]) vorkommenden Integrale

Klopoo=— z

2

Uy) M), K|

a,3b, la=p-0

Fir die Kontraktionsfunktion (108) brauchen wir
nur L. Nach einiger Rechnung findet man fir My,
M, und M, dieselbe Eigenwertgleichung

Jy) (115)

1+(%)‘-24L(X2)] —0.

Mit dem numerisch berechneten Wert von L fir
X2=1, nimlich L(1) = —0,6238, finden wir fiir
%1 des Nukleons

%y1=6,39. (116)

Fir diesen Wert von #[ hat die Eigenwertglei-
chung (115) auBer bei X =1 allerdings noch eine
weitere Nullstelle bei X =1,26. Der zu diesem zwei-
ten Eigenwert gehorige Zustand hat eine Norm,
deren Vorzeichen zu dem des Zustands X =1 ent-
gegengesetzt ist. Das Auftreten der zweiten Null-
stelle zeigt, daB} die innere Konsistenz des ersten
Néherungsschrittes noch ungeniigend ist; denn wir
waren von einer Kontraktionsfunktion ausgegangen,
die in ihrem qualitativen Verhalten der Existenz nur
einer Teilchensorte (und des regularisierenden ,,Di-
polgeists“) entspricht, haben aber als Resultat zwei
Teilchensorten erhalten. Im Prinzip wére es moglich,
nunmehr die Kontraktionsfunktion so lange abzuin-
dern, bis die mit ihr gewonnenen Ergebnisse fiir
die Zustinde zu ihrem eigenen qualitativen Verhal-
ten passen. Wegen der groBen Umstandlichkeit der
Rechnungen schlagen wir diesen Weg jedoch nicht

_iUnatp e 3K |
N 1 (x2), Spur (yv ’aa;)

= 4= Ny,

a=b=0  x?
Xoo _ 22, ’ (114)

ein, sondern fithren in Abschnitt IV d ein anderes
Naherungsverfahren unter Ausniitzung des X-Rau-
mes durch, das sich in seinen Resultaten als sehr
viel besser konsistent erweist; tatsachlich liefert es
nur eine Teilchensorte. Wir diskutieren die Null-
stelle bei X =1,26 daher hier nicht weiter, betonen
aber, dafl die Existenz zweier so nahe benachbarter
Nullstellen alle Aussagen iiber den Nukleonenzu-
stand, soweit sie aus den Rechnungen des Abschnitts
IV b folgen sollen, sehr zweifelhaft macht.

c) n-Mesonen

Fir die Eigenwertgleichungen zur Berechnung der
Massen der Bose-Teilchen benétigen wir Beziehun-
gen fiir die Zweipunktfunktionen, z. B. fiir 7(zy |).

Bevor wir diese Gleichungen aufstellen, sollen einige
Erlduterungen iiber die Interpretation dieser Funktio-
nen gegeben werden. 7(x|) ={0 |y (z)| N) soll im Sinn
von Kap. III bis auf einen Faktor eine Einteilchenwellen-
funktion genannt werden, wenn die Funktion auf einen
entsprechenden Zustand | N) (N =Nukleon) bezogen ist.
Als Proton-Wellenfunktion deuten wir dann (wieder bis
auf einen Faktor) (0|Rwy(z)|N)=Rz(z|), analog
fir das Neutron RD7(]z)T, fiir das Antiproton
LDt(|z)T und fiir das Antineutron L7(z|) .

Man kann sich nun fragen, wie man aus Produkten
von zwei Spinoren v,z Grolen aufbauen kann, die
sich bei Pauri-Transformation der Faktoren, also bei
Drehungen im Isospinraum, wie ein ganzzahliger Iso-
spin verhalten und auflerdem zur Baryonenzahl Null ge-
horen. Es ist leicht zu zeigen, dafl die Kombinationen
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(Ry)a (Ly)s und

Js [RY)« DLT§7)5 + (DRT§T 0 (Ly)s] und
1
V2

(DR %" o (DLTpT)g  und

U [(Ry)a (DLT§T) 5 — (DR (Ly)4] und
V2

(Ly)a (Ry)p zu

[(Ly)a (DRT§T) g+ (D LT§T)a(Ry)s] zu

(DLT§T). (DRT§"); zu
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lgi:l' I;=1,

[J|=1, =0,

Jp [E¥) e DRTFN ;= DLT§NaRy)s] o [3]=0, 1,=0

(3 =Isospin)

gehoren. Das gleiche Verhalten zeigen Summe und Dif-
ferenz der angegebenen Formen. Interpretieren wir nun

t(§g|) = (0| T ya(x) wp(y)| 7

usw. als 7-Funktion eines gebundenen Teilchens, so
haben wir offenbar z. B. ein 7(zz|), fiir das die Bezie-
hung

2

t(zy|) = il /Gao(z—x’) (75 7#)007(37’%1’ I ?s:’) (5 7u)ee « diz’
xp c &

7(xz|) =Rao Lgst(zz|) + Lao Rgst(zz])
af [ ec

gilt, als Wellenfunktion eines 7" aufzufassen. Auf diese
Weise kann man aus mehreren Losungen einer Eigen-
wertgleichung die mit vorgegebenen Symmetrieeigen-
schaften aussuchen.

Fir die Eigenwertgleichung selbst verwenden wir

die mit der GrReeN-Funktion iterierte Gleichung

(118)

'lz ’ 4 ’ ’ ’
+ %[Gﬂo(z =) (s 1) 00t (& 2| &) (75 7u)e - &

Wir beniitzen wieder die Wicksche Regel und ver-
nachlissigen alle @-Funktionen mit vier Koordina-
ten, betrachten also wie in [3] als niedrigste Na-
herung nur eine Art ,, Kontaktwechselwirkung®. Die
Rechnung ist in diesem Fall noch ungenauer als fiir
die Fermionen, weil ein noch niedrigerer Graph

Die Gleichung fiir 7(z y|) lautet
a B

teyl) = - 5 [ {6 E—2) s7ulalF (y=2) y574l0

Nun machen wir wieder von der Periodizitatseigen-
schaft Gebrauch. Sei J. der Impulsvektor eines
Zustandes mit einem Bose-Teilchen, so wird mit

r—y=z, x+y=2§&,

t(zy|) =7as(2) €lV9) . (120)
a B

Wegen der entsprechenden Eigenschaft von 7(zy|)
mul}

Tap(2) = — Tga( — 2) (121)

beniitzt wird. Insbesondere ist es nicht moglich,
P-Zustande zu studieren, weil in dieser Nihe-
rung, wie gleich zu sehen sein wird, 7(zy|) durch
7(zz|) bestimmt ist. Daher miissen wir uns auf die
Betrachtung von Zustinden mit Bahn- und Spin-

drehimpuls Null beschrénken.

(119)
—[Gly—2) 5780 [F(x—2) y57u]ac) T(2'2) .

sein. Es ist zweckmiliger, mit einer GroBe zu
arbeiten, die sich wie eine Dirac-Matrix und nicht
wie ein Produkt von zwei Spinoren transformiert.
Wir setzen daher

7ap(2) = Moy (2) C;}: (M(z) C™1T) 4
mit einer Dirac-Matrix M . Aus (121) folgt dann
M(z) =C'M™(-z) C. (123)

Setzen wir (122) und (120) in (119) ein und
transformieren in den Impulsraum, so erhalten wir

(122)
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(LT =p) 757 M () 175 €1 YT (pleiter =7

—Y(p) ys7uM(0) yuys (7, ] —p)C LelEP~'D] . (124)

M (z) ist also in dieser Naherung durch M(0) be-
stimmt. Wir betrachten nun diese Gleichung fiir
z=0. Dort ist zwar (vgl. IVa) nicht zu erwarten,
dal} die Eigenfunktionen das richtige Verhalten zei-
gen; aber man darf vielleicht hoffen, fiir die Eigen-
werte eine erste Abschitzung zu erhalten, da die

_ ik
2t
12 }t3

[C(Z) hat nichts mit der oben verwendeten Trans-
formationsmatrix C zu tun]. Damit wird die Eigen-
wertgleichung

M(0) = (yJ) ys7uM(0) y57u(yJ) D(Z) (126)
+ 7y V5 7u M(0) yuy57»C(2).

Da M eine Dirac-Matrix ist und auBlerdem Lorentz-
invariant sein soll, kann man es auf die 16 Basis-
einheiten der Dirac-Algebra in folgender Weise auf-
spannen:
M(0) = A+ Ay y5+ Auyi + A5 75 i+ Ay Vi
(127)
Nicht alle Matrizen dieses Ansatzes erfiillen die fiir
M zu fordernde Beziehung (123). Es muf} daher
Au= Au»=0 sein. Fir Teilchen vom Spin Null kann
auflerdem der Vektor As. nur die Form const- /.
haben. Geht man mit den restlichen Ausdriicken des
Ansatzes (127) in die Gl. (126) ein und vergleicht
die Koeffizienten der einzelnen Algebraelemente, so
erhdlt man die Eigenwertgleichungen

4,(1-42D(A) —16C(2)) =0,
A;,(1—412D—16C) =0,
(A5y],u) (1—2]20+4C) =0.

(128)

(129)

Wendet man die Operatoren R und L in der fiir das
7" geforderten Weise an, so sieht man, daB die An-
teile ~1 und y; verschwinden. Daher ist die Masse
des #-Mesons aus Gl. (129) zu bestimmen. Diese
stellt, wie durch Einsetzen von [3, (143)] und
[3, (145) f.] gesehen werden kann, eine transzen-

27 Herrn Prof. Biermany sei an dieser Stelle fiir die Erlaub-
nis zur Beniitzung der Maschine und Herrn Dr. TemEesvary

. dpU=pl.pp
[(J—p)2—id] [p*+#2—i 0] (p>—i0)?
o / - _ dpU-p.
@m* ) TU—p)*—idl [P+ —i 8] [p*—id]

Werte M (0) eine Art von Mittelwert iiber M (z) bei
kleinen z-Werten darstellen.

Es erweist sich als zweckmiBig, schon in [3, S.
443] berechnete Integrale zu verwenden. In der Be-
zeichnungsweise von [3] 2d ist

=JaJs D () +0as C(4),

—J.B(). (125)

h= — Py = — 2|2

dente Gleichung in 4 dar. Sie wurde mit Hilfe der
elektronischen Rechenmaschine G 2 des Instituts?*
numerisch gelost. Als einzige Nullstelle zwischen
A=0und 2=1 findet man 4,=0,091; das entspricht
einer Mesonenmasse von #-[=1,92; %, =0,301 xy.
Dabei wurde fiir %y der frither berechnete Wert
(116) verwendet. Da in (129) unmittelbar In2
durch %y ! bestimmt ist, hingt die Masse sehr emp-
findlich von #yl ab. Eine Anderung von xyl! um
10% konnte ». um einen Faktor ~ 2 indern.

Fir die anderen beiden zum Triplett gehérigen
Teilchen erhilt man in dieser Naherung dieselbe
Masse, wie entweder durch direkte Berechnung oder
durch PauLr-Transformation der Gleichung fiir das
7" gesehen werden kann.

Fiir die Massenbestimmung des Singlett-7° muf
die Gleichung fir 7(x l z) in derselben Weise unter-
sucht werden, wie die fiir T(xx|) beim 7". Dabei
treten wieder dieselben Integrale auf. Die einzige
Anderung ist, daB es nun keine einschrinkende Be-
dingung der Art (121) oder (123) gibt. Es kom-
men daher zunachst wirklich alle Koeffizienten des
Ansatzes (127) vor. Aus der Eigenwertgleichung
resultiert jedoch 4., =0. Bei der Auswahl der Lo-
sungen mit den richtigen Transformationseigenschaf-
ten nach (117) hat man nun die Beziehung

2 Dgov(2| %) = Rax Lgo Dop 7 (x| ) F Lgr Rao Dop T (2 | 2)
a e T 0 T o

+ Lar Rgs Dop T (x| ) F Rpe Lo Dop 7 (| 7)
T 0 T 0

(oberes Vorzeichen fiir Triplett, unteres fiir Singlett)

fiir seine Hilfe bei der Rechnung gedankt.
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zu fordern. Man erhalt im ersten Fall nur 4. y. mit
der Eigenwertgleichung (129), im letzteren Fall
hingegen nur As.y5 7. mit der Eigenwertgleichung

1-6/2D+12C=0. (130)

Als Losung erhalt man numerisch 1=0,845, also
%20l =5.87; #:0=0,92 %y. Dieses Teilchen wire
also sehr instabil gegen Zerfall in die neutrale Iso-
triplett-Komponente.
d*p cos(z—y,p—1 1)

(2, y|) =comst | ————5 o o s A

(a%D [(J—p)2—id] [p*+»*—id] [p*—i0]?
Diese Niherungslosung sollte, wenn man von der
Umgebung des Punktes z =y absieht, die Abhéngig-
keit der 7-Funktion von z, y, a und S wenigstens
qualitativ richtig darstellen.

d) Berechnung unter Beniitzung des X-Raumes

Wir fiihren nun die Berechnung der Eigenwerte

dip ei(p, z—2)

Yiale) = o [ . .
ik 22m)* ) (pP+#2—id) (p2—id) p*—id

B B

Man sieht, daf} die X-Indizes genau wie die Dirac-
Indizes laufen und zu summieren sind. Es konnen
daher die frither gefundenen Formeln (111), (113)
und (123) verwendet werden, wobei aber jetzt an
Stelle von (112)

1[—x ;
Y(p) =y | 0 OutiZui| (133)

zu setzen ist.

Spinorteilchen

Die Rechnung verlduft genau wie vorhin. Man
findet nach einiger elementarer Matrizenrechnung
fiir die drei Ausdriicke in (113), bzw. fiir das Mittel

daraus, Eigenwertgleichungen der Form

J7) [1 % (:i)u L(X?) —BM(X?) )] v (134)

p 2l\s 3
=m(4’n);1cmx-)z.

Dabei ist fir (113a) A=6, B=2, C=2,
(113b) A=6, B=1, C=4,
(113¢) A=6, B=1, C=A4.

Die gemittelten Werte sind 4 =6, B=4/3, C =10/3.

Mit letzteren Werten und mit den numerisch gefun-
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Die gewchnliche Paritit der Teilchen, die fiir
7-Mesonen noch definiert werden kann, wird fir
das Triplett gerade und fiir das Singlett ungerade.
Die in Kap. 111 besprochene Paritit 2. Art wird wei-
ter unten noch untersucht.

Die 7-Funktion fiir verschiedene Koordinaten kann
leicht gefunden werden, indem M (0) in (124) ein-
gesetzt wird. Man findet z. B. fir

(2= (p)(yD]ys(yp)Clexp {i[), (x+y)/2]}.

mit dem in I ¢ geschilderten X-Formalismus durch,
d. h. wir setzen

YVia=¥, +¥p (131)
%,

1,
mit zweikomponentigen Spinoroperatoren (=1, 2)
(2-Raum). Die Kontraktionsfunktion hat nach der
vorgehenden Untersuchung die Form

(7 g (132)

w+iZin |, V(|2 =0.
ik
L L

denen Resultaten M (1) =1,9082; N (1) =2,3060

findet man

%y [=6,50. (135)
Man sieht, daf} sich die drei Werte fiir (113 a, b, ¢)
wenig voneinander und vom mittleren Wert unter-
scheiden und daf} ungefihr derselbe Wert wie frither
resultiert. Auflerdem sieht man aus (134), daB} wir
durch die Verdopplung der Komponentenzahl nicht
mehr Massenwerte erhalten haben als frither. Viel-
mehr kann man leicht nachrechnen. daf3 Gl. (134)
aufler X?>=1 keine anderen Losungen mehr besitzt
(vgl. [3, S.433 und 434]). Das hier verwendete
Néherungsverfahren erweist sich also im Gegensatz
zu dem von IV b als befriedigend konsistent.

n-Mesonen

Wie schon bemerkt, 1d6t sich die Gl. (124) fir
die Zweipunktfunktion mit der abgeidnderten Kon-
traktionsfunktion (133) iibernehmen, ebenso die
entsprechende Gleichung fiir 7(z|y), die man fiir
die neutralen Teilchen braucht. Die weitere Rechnung
verlduft zunichst vollkommen analog wie friiher.

Man hat nur zu bedenken, daf} die im Ansatz (122)
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auftretende Dirac-Matrix M nun noch zusitzlich eine
2 x 2-Matrix im 2-Raum ist. An Stelle der Gl. (126)
erhalt man daher ein gekoppeltes System von
vier algebraischen Gleichungen. Der Ansatz (127)
1aBt sich (bei Beachtung der Tatsache, dal} die 4
nun 2 x 2-Matrizen sind) ebenfalls durchfithren.
Die (123) entsprechenden Beziehungen haben aber
nur fiir die Diagonalglieder der Matrix der 4 die-
selben Folgen wie frither. Nur fiir diese verschwin-
det der vektorielle und tensorielle Anteil

(Au) = (A.tu') ii= 0.

Hingegen besteht fur die Glieder der Nebendiagonale
lediglich Gleichheit (fiir die skalaren, pseudoskala-
ren und pseudovektoriellen Anteile) bzw. entgegen-
gesetzte Gleichheit (fiir die vektoriellen und ten-
soriellen Anteile), also Beziehungen der Form

(45) 1= (A5) 51, (Au)12= — (Au)s; usw.
Durch diese Beziehungen wird die Anzahl der Funk-

tionen, aus denen die Wellenfunktion des Mesons
aufgebaut ist, wesentlich reduziert. Wenn man die
Koeffizienten der Basiselemente der Dirac-Algebra
vergleicht, erhilt man aber dennoch ein gekoppeltes
Gleichungssystem fir die (Ao, 45...). Lost man
dieses auf, so erhdlt man wieder Gleichungen der
Art (128), (129), aus denen man die Massen der
Teilchen bestimmen kann. Es gibt zunéchst mehrere
unabhingige Losungen, da wir den allgemeinsten
Bindungszustand zwischen zwei Baryonen unter-
sucht und keine bestimmte Quantenzahl fiir Isospin,
Baryonenzahl und Paritat gefordert haben. Die
Forderung, daf} es sich um ein 7" usw. handeln soll,
stellen wir wieder in derselben Weise wie vorhin,
d. h. wir suchen mit allgemeinen gruppentheoreti-
schen Uberlegungen jene Projektionsoperatoren, die
man (mit der im Abschnitt II vorgenommenen In-
terpretation der projizierten Einpunktfunktion als
Nukleonenwellenfunktion) auf eine Zweipunktfunk-
tion anwenden muf}, um eine Grofle mit dem rich-
tigen Transformationsverhalten bei Baryonenzahl-
und Isospintransformationen zu erhalten.

Die Projektionsoperatoren enthalten jetzt neben
den Symbolen R, L usw. auch noch 2-Matrizen. Der
Operator fiir das Proton lautet z. B. (1 +y;2,).
Die gruppentheoretischen Uberlegungen, die zu
(117) fihrten, lassen sich ohne wesentliche Schwie-
rigkeiten auf den 2-Formalismus iibertragen. Man
erhdlt hier zunichst eine gréfere Anzahl von Mog-
lichkeiten fiir die 7-Funktion als bei dem friiheren
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Verfahren. Durch Anwendung der Projektions-
operatoren 4Bt sich aber in jedem Fall eine einzige
Form aussondern, wenn beachtet wird, dal mit der
Aussage, dall z.B. das @" ein Gebilde aus Proton
und Antineutron mit Bahn- und Spindrehimpuls
Null sein soll, auch die Paritat zweiter Art festgelegt
ist. Losungen, die zwar den Isospin, nicht aber die
Paritit eines solchen Gebildes haben, miissen ebenso
ausgeschlossen werden wie solche mit Baryonen-
zahl + 0 oder Isospin # 1, da sie nicht aus Proton
und Antineutron in dem geforderten Zustand be-
stehen konnen.

Fir das Isotriplett erhidlt man die Eigenwert-
gleichung

(1-/72D+2C)(1-2J)*D-8C) —-2/2B*=0

(136)

mit der Losung 4;,=0,00256, also #.l=0,33;
#2=0,051 %y. Die Masse ist fiir alle drei Mitglie-
der des Tripletts gleich. Fir das Isosinglett ergibt
sich die Gleichung
(1-5/2D+10C)(1-2/?D—-8C) -10/?B>=0
(137)
mit der Losung 490=0,953, also #.0=6,37,
#2=0,98 x%y. Auch in dieser Naherung folgt also,
daf} das Isosinglett sehr instabil sein miifite.

Dabei wurde fiir %yl der Wert (135) genommen.
Die Empfindlichkeit der Triplett-z-Masse gegeniiber
einer anderen Wahl von xy[ ist am besten aus der
schon erwihnten Tatsache ersichtlich, daf eine An-
derung des #y [-Wertes von etwa 10% die Masse des
Triplettzustandes um einen Faktor 2 dndern kann.
Diese Empfindlichkeit macht auch den groBen Unter-
schied der Triplettmasse in den beiden Néaherungs-
verfahren verstandlich.

Die unnormierten Eigenfunktionen sind
Triplett:

F= s 7e+0.012i 7 5y 75) C1eil?,
Singlett:
f=Uuyu23+0,95 %, 5,) C el

Dabei bedeutet fag fiir z* bis auf einen Faktor t(zz D,
ap

(138)

fiir z°% bis auf einen Faktor (D X)), 7(z | x).

x e
Die Paritat erster Art ist definiert als jener Fak-
tor, den r(xx’) bei der Transformation v (T, t)—

B
7aW(—1,t) (daraus folgt wO(r, £)—> —y, w°(—1,1))
annimmt. Da wir bei 72° nicht y €, sondern v y5 ¢
betrachtet haben, ist daher fiir alle sz-Mesonen

74 (=3, 1y) 74 zu bilden.
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Die Paritit zweiter Art ist als jener Faktor defi-
niert, den f bei y(v,¢) — y4 2 w(—1,¢) [daraus
folgt D' (1,8) > — 742y Dp"(—1,¢)] annimmt.
In der Naherung, in der nur Kontraktionen zwi-
schen je zwei Feldoperatoren betrachtet werden, be-
steht Invarianz fiir diese Operation. Wir haben also
+ 9, 2 f(=3.7y) y4>; zu bilden (oberes Vor-
zeichen fiir %, unteres fiir 7%). Die so erhaltenen
Paritaten sind in Tab. 2 eingetragen.

Die fiir den Vergleich mit dem Experiment allein
brauchbare Paritit 2. Art stimmt mit den in der
Literatur angegebenen Werten zwar nicht iberein
(gewohnlich wird die Paritit von Neutron und
Proton als gleich angenommen, wihrend sie hier
entgegengesetzt ist). sie ist ihr aber fiir die Deutung
der Experimente aquivalent. Die Eigenfunktionen
fiir verschiedene Koordinaten der beiden v-Opera-
toren findet man wie frither durch Einsetzen in

(119).

e) Weitere Eigenwerte fiir Bosonen

Die bisherigen Rechnungen beziehen sich auf die
Form der Gl. (1), in der das Wechselwirkungsglied
das positive Vorzeichen trigt. Andert man dieses
Vorzeichen unter Beibehaltung der Kontraktions-
funktion (108), so bleibt die Eigenwertgleichung
fiir die Fermionen ungeindert; die fiir die Bosonen
aber fiihrt zu neuen Eigenwerten, wobei die zugeho-
rigen Eigenfunktionen wenigstens hinsichtlich der
kontinuierlichen Gruppen die gleichen Eigenschaften
aufweisen wie die -Mesonen.

Die Angaben iiber Masse und Paritit dieser Zu-
stinde (die erst bei Beriicksichtigung des 2-Raumes
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auftreten) sind in der dritten Spalte von Tab. 2 un-
ter ,,Andere Mesonen® eingetragen.

An Stelle einer Vorzeichendnderung beim Wech-
selwirkungsglied in (1) kann man auch eine Vor-
zeichendnderung an der Kontraktionsfunktion (108)
vornehmen; die beiden Anderungen sind dquivalent.
Man erkennt daraus, daB sich der Ubergang vom
einen zum anderen Lésungssystem auch dadurch
bewerkstelligen 1afit, dal man die Norm aller
Fermionenzustinde (aber nicht der Bosonenzu-
stainde) umkehrt. Eine physikalische Interpretation
dieser Losungen kann erst im Zusammenhang mit
einer Diskussion der diskreten Gruppen der Gl. (1)
versucht werden, auf die in der vorliegenden Arbeit
aber noch nicht eingegangen werden soll.

Die in Tab. 2 zusammengefaliten Ergebnisse pas-
sen qualitativ zu dem, was man aus den Experimen-
ten tiber die einfachsten Elementarteilchen weil3. Die
Existenz eines 7-Mesonentripletts, dessen Masse er-
heblich kleiner ist als die des Nukleons, folgt aus
der Theorie. Der Spin dieser Mesonen ist 0, und
die Paritat 2. Art fihrt zu den gleichen Schliissen
tiber Auswahlregeln wie die in den Lehrbiichern
beschriebene iibliche Paritit. Uber die Existenz eines
a-Mesonensingletts ist experimentell nichts bekannt;
aber das aus der Theorie als 7,° folgende Teilchen
ware sehr instabil, es wiirde schon unter Einflull der
starken Wechselwirkung in zwei oder mehr %
Triplett-Teilchen zerfallen konnen.

Auf eine Behandlung der Bosonen mit einem von
Null verschiedenen Bahn- oder Spin-Drehimpuls ist
in den vorliegenden Rechnungen verzichtet worden,

Tab. 2 %8,
Teilchen Nukleonen } n-Mesonen Andere Mesonen

P n pn ‘ af ) Ay ‘ ) | N 0 — | 0
Paritat 1. Art undefiniert | = = = — + + 4+ -
Paritit 2. Art + - - + + - + = = = = —
P | C C
Masse 1 ‘
Einfaches Verfahren 6,39 1 1,92 5,87 ;
Beriicksichtigung ‘
des 2-Raumes 6,50 0,33 6,37 2,36 2,46

28 Dje Zahlen dieser Tabelle sind in der numerischen Rech-
nung genauer als die auf der Genfer Konferenz (CERN
1958) berichteten 1; auBerdem wurde ein Rechenfehler
korrigiert, auf den uns Herr J.J. Graxovsky (Alma Ata,

USSR) freundlicherweise aufmerksam gemacht hat. Die
dadurch bedingten Unterschiede in den Zahlenwerten lie-
gen jedoch innerhalb der betrdchtlichen Unsicherheit des
ganzen Niherungsverfahrens.
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da hierfir die einfachsten Graphen (reine Kontakt-
wechselwirkung) sicher nicht ausreichen.

Auch fiir die hier behandelten Bosonen vom Spin 0
ist diese grobste Naherung noch recht unbefriedigend,
wie schon die groBen Schwankungen in der 7;-Masse
zeigen. Wahrscheinlich wird es mit einem noch zu
bewiltigenden Rechenaufwand spater moglich sein,

auch Integralgleichungen vom Graphentypus lg:'-:,i

fir die Bosonen zu behandeln. Erst dadurch kdme
man bei den Bosonen zu dem gleichen Grad der
Approximation, der fiir die Fermionen in den bis-
herigen Rechnungen schon erreicht ist. Erst in die-
ser Naherung wird man auch Bosonen vom Spin 1
untersuchen konnen.

In hoheren Naherungen miiiten aus den Integral-
gleichungen fiir die 7(xx) auch die Systeme mit
2 Nukleonen, z. B. das Deuteron, folgen, und der
bisher fiir das 77(%-Teilchen gefundene Eigenwert
miiite wegen des dann darstellbaren Zerfalls ins
Komplexe riicken. Wahrscheinlich wird man aber
fir die Behandlung solcher Probleme nach einem
neuen, von der Tamm—Dancorr-Methode verschiede-
nen mathematischen Verfahren suchen miissen.

V. Wechselwirkung zwischen Nukleonen
und Mesonen 2*

a) Allgemeine Formulierung

Die Ubergangsamplitude fiir den Streuprozel
Ny +a,—>N,+ 7,

ist aus der asymptotischen Form des Matrixelemen-
tes eines im Wickschen Sinne geordneten Operator-

A (y) = 118 (=i 5 ) [Faly) v y)] = = Taly) 1I5 v (y)
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produkts zu berechnen. Man erhilt nach einigen
Umformungen (vgl. Freese 2? und [3, 2 a])

A= — [ [ddy Foalz,y) D@ wwKW)py (5,1) -
(139)

Dabei ist D der Dirac-Operator mit der Nukleonen-
masse %, K der KrLeiN-Gorpon-Operator mit der
Mesonenmasse % und ¢°(z y) ist die geeignet nor-
mierte Wellenfunktion eines freien Mesons und

Nukleons
<P°(;c,y) =@d (z) ¢*(y)
Dag(x) () =0, K(y) ¢°(y) =0.

Beschreiben wir die Teilchen nach der Streuung
durch ebene Wellen, so konnen wir

mit

Pra(z, y) = a(p) e"i0D~i@Y)  (140)
-3

mit #(p) [i(y p) +#] =0, g%+ %> =0 setzen3'. An
Stelle der Dirac-Spinoren konnen auch zweikompo-
nentige KiLEIN—GorpoN-Lésungen v(p) verwendet
werden, da in dieser Theorie die Nukleonen durch
solche beschrieben werden. Der Zusammenhang ist

z. B. fiir das Proton im Fall A
u(p) = (1 + »(fﬁr)-»)v(p), v(p) = L u(p).
(141)

Die beiden Beschreibungen sind dquivalent.
®p'¢ (2, y) bedeutet die ebenfalls normierte Funk-

tion

®rq (T,y) = (0 ]:Pr,apys(z) n(y):| Ny ay), (142)

wobei 7(y) je nach dem betrachteten Meson

(s. Anm. 32)

(143)

7 (y) = — L5 (=i 5, ) [PeC(4) wo(@) ) = =) TI v (y)

2 Es ist vorteilhaft, die Rechnungen dieses Abschnittes fiir
die Niherungen A) ohne 2-Raum und B) mit 2-Raum
parallel durchzufiihren. Wenn nicht besonders angefiihrt,
gelten die Formeln daher fiir beide Félle, wobei die Spin-
indizes im Fall B) von 1 bis 8 laufen (Spinor- und 2-
Index) und die Ersetzung y;— 525, (yp)fizx— 2
durchzufiihren ist. Wenn Grofen oder Formeln in beiden
Fillen verschieden sind, werden sie durch Indizes A oder
B gekennzeichnet. Fiir die 7-Mesonen verwenden wir die

Bezeichnungsweise 7i= (,*, 7,% 7,~, 7%, a%= (7,°% 7,%).
wobei sich 1 bzw. 0 auf den Isospin beziehen.

30 E. Freesk, Z. Naturforschg. 8 a, 776 [1953].

31 Im Fall B ist u(p) als

1 Au(p)>_L(‘u(p>)
V2 (1+2‘)( o ) vz \*up

zu verstehen.
32 J1,9 bedeutet /1°(—i 3/3y) (eine Funktion des Arguments
—i 3/3y), analog fiir andere Ausdriicke.
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und P ap= i (1 = 7' G )

Die Operatoren II hdngen eng mit den zu den

7-Funktionen der s-Mesonen gehorigen kontra-

H.-P. DURR, W. HEISENBERG, H. MITTER, S.SCHLIEDER UND K.YAMAZAKI

die in der 7-Funktion der z-Mesonen auftretenden
Matrizen [vgl. z. B. (122)] haben. Setzen wir fiir
diese

(0] yaly) P5(y)

at ) =Mji(J) el

varianten Komponenten zusammen. Die Il.s sind _ " 0 - (144)
Dirac-Matrizen, von denen wir zunachst nur wissen, (0 | Wa(y) y}ﬁ(y) I Py :M“ﬂ(j) eV, msv
daf} sie dieselben Transformationseigenschaften wie so ist im Fall
A) B)
MEDA=n S0y mEPan (DD yri b, )
MO A= ID o (0D 34 5,6, ), (145)
M (J)*=ny (3:"]) V55 My (J)®=n, <_—(sz) ys+i2175 b ;::")
e By e B Daraus folgt  Spur I1;(J) M;(J) =0;;, (147)
1741937 70 10260

wie aus Abschnitt IV ¢ und IV d [vgl. insbesondere
(138)] folgt. n sind Normierungskonstanten, die
in IV nicht bestimmt wurden. Aus den Eigenschaf-
ten bei Rotation im Isospinraum folgt [siehe (117)]
n=Y)2n;. Das Verhiltnis n,/n, wird spiter be-
stimmt werden. Damit die Ubergangsamplitude von
11 (y) wirklich ein 7-Meson beschreibt, fordern wir

als Normierungsbedingung

(0| 7:(y) | 2;(J) ) =0y €9,

(146)

(p(f,y) =P1)21H?y,yﬂ <0I:1,Ua(x) we(y) ipy(y) :INp'nq'> :Pz,/'.zH?y,yﬂ QD(I"FI{ [‘Z) .

Fir die ¢-Funktion konnten wir nun mit dem Tamm—
Dancorr-Verfahren eine Integralgleichung herleiten.
Das wire aber nicht zweckmiafig, da wir die Uber-
gangs-Amplitude mit der in der konventionellen
Theorie der 7 — N-Wechselwirkung in Bornscher
Néherung gefundenen vergleichen wollen, um die
Stiarke und Form der Kopplung beurteilen zu kén-
nen. Es wird daher vorteilhaft sein, eine dem
Berne—SavpeTer-Verfahren &dhnliche Methode zu
verwenden, die der Bornschen Ndherung (Stérungs-
theorie) besser angepalit ist (in analoger Weise
wurde in [3,2c] vorgegangen). Wir ziehen also
Graphen mit einer Verbindungslinie zwischen Me-
sonen und Nukleonen

z. B.
\\ ) f/ Abb. 1.

was zur Bestimmung von II; nicht ausreicht, aber
die Moglichkeiten einschriankt. Weitere Einschran-
kungen werden spater diskutiert.

Zur Bestimmung der Ubergangsamplitude (139)
mul} also (142) berechnet werden. Wir werden als
Modellfall stets die Streuung von Proton und =,°
betrachten und fir die anderen Félle nur die Re-
sultate anfithren, die im Abschnitt d) diskutiert
werden sollen. Fur den zu betrachtenden Fall brau-
chen wir

(148)

in Betracht, lassen hingegen solche mit 2 Verbin-
dungslinien

Abb. 2.

weg, obwohl diese in der Tamm—Dancorr-Methode
unter Umstdnden von niedrigerer Ordnung als die
erstgenannten waren. Wir betrachten somit die
Summe aller Graphen, bei denen in die dufleren
Linien des niedrigsten Graphen

A

beliebig viele Nukleon- und Mesonenselbstenergie-
graphen eingesetzt sind. Wir betrachten also

0.6 e

Abb. 3.
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mit (Abb. 5) o -

Il

Khnlich (Abb. 6)

Damit die Rechnung mit der Massenbestimmung
konsistent ist, werden wir Ex und K durch Ky und
K annihern, also nur die einfachsten Selbstenergie-
graphen betrachten. Das entspricht dem niedrigsten
Berue—Savperer-Kern.

Man koénnte meinen, dal es auch notwendig wire,
in die inneren Linien Selbstenergiegraphen einzusetzen.
Das wire aber nicht konsequent, weil

Fz—y) =<0[Ty () ()] 0

die exakte Zweipunktfunktion sein soll, also der korri-
gierten Funktion S’ der konventionellen Theorie ent-
spricht. Das bedeutet, dafl man eigentlich Z, F schreiben
sollte, wenn die Analogie zur konventionellen Theorie
hervorgekehrt werden soll. Das entspricht aber nur einer
anderen Wahl von [ in der Ausgangsgleichung, die phy-
sikalisch bedeutungslos sein soll. Mit anderen Worten,
unser /2 enthilt einen Faktor Z, .

Dem ganzen Verfahren entspricht in der konventio-
nellen Theorie die Renormierung von vy — v’ ~ Z,'2 v,
Sp—> Sy ~Z,Spund - D' ~ 7,2 P

Der Nachteil des hier angewendeten Verfahrens ist,
daB keine Vertexkorrekturen zu den Punkten z” und 7’
betrachtet werden, also z. B. keine Graphen

%_"_i Abb. 7.

Dies ist insbesondere im Fall A nicht vertretbar. Eine
Einbeziehung dieser Korrekturen (Faktor Z;) wiirde
jedoch die Rechnung zu kompliziert gestalten, da es
derzeit kein einfaches Verfahren zu ihrer Beriicksichti-
gung gibt. Durch die Vernachldssigung der Vertex-
korrekturen ist die Ankopplung automatisch so fest-
gelegt, daBB keine Abhangigkeit von der Relativkoordi-
nate des s1-Mesons beriicksichtigt wird. Im Fall A miifte
dies jedoch unbedingt geschehen, um dem z-Meson
iberhaupt die Moglichkeit zu geben, eine definierte

#(zy) =Peia Iy [ K(zyg|z

o +;’};.+ ‘1 4w +.'§'+ —_— =1+KN+KN2+...+KN/+...=

_+C+8+...+@+... =14+K:4+K2+... 4K/ +...= 1
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Paritdt 2. Art anzunehmen. Eine Unterdriickung der
Graphen (Abb. 7) mul sich also dadurch duBern, daf}
paritédtsverletzende Glieder in der Wechselwirkung auf-
treten konnen, die experimentell nicht beobachtet sind.
Im Fall B hingegen ist durch den Ansatz von vornherein
gewdhrleistet, daf} fiir die Nukleonen und s-Mesonen
die Paritdt 2. Art definiert ist und in ihren Wechsel-
wirkungen erhalten bleibt. Die Beriicksichtigung der

Vertexkorrekturen diirfte hier nur die numerischen

Resultate dndern. Diesem durch die Vernachldssigung

der Vertex-Korrekturen bedingten Mangel stehen jedoch

einige bedeutende Vorteile gegeniiber, die die hier ge-
wihlte Methode der (vielleicht konsequenteren) in

[3, 1 b] entwickelten voraus hat. Diese sind:

1. Es konnen gewisse sehr hohe Graphen beriicksichtigt
werden.

2. Durch die Korrekturen 1/(1—K,) und 1/(1—Ky)
werden die Greex-Funktionen fiir die auslaufenden
Teilchen in der richtigen Weise korrigiert, d. h. wir
konnen beweisen, daBB D (z) [1/(1—Kx)] G= —iZ;0
(entsprechend fiir 7) ist, was fiir das in [3, 1b]
entwickelte Verfahren nur vermutet wurde und ex-
plizit nur in einer hohen, wohl nicht mehr rechen-
baren Niherung einzusehen wire.

Nach dieser kurzen Diskussion des Verfahrens
wenden wir uns der Rechnung zu. In der konven-
tionellen Theorie entspricht unserem Prozel der

P 29
. Die dem Graphen I
r
qr, pl

sprechenden Beitridge kann man einfach durch g— — ¢’
erhalten, da unsere Theorie die Kreuzungs-Sym-
metrie (crossing symmetry) besitzt. Mit dem oben
geschilderten Verfahren erhalten wir also eine Inte-
gralgleichung fiir ¢ von der Form

P 9
/
Graph v

q:/’ pl

ent-

Wir ersetzen nun, wie es der Bornschen Naherung entspricht, auf der rechten Seite

p('y |y)—> (@ ¥ |y) = (0] v (&)
7y ) =Map !@Y)

Dabei ist

(0| ya(y) Pe(y)

und

(0|w(2")|N,) =v"(p") €@?) f{iir einen Antineutronzustand

[mit KLeIN-GorpoN-Spinoren wie in Gl. (141)].

(0]w(2")|N,) =v?(p’) €=P) fiir einen Protonzustand,

) ey |y) & ddy (149)
e b v e

N0y () #(¥)| 7). (150)

(151)

(152)
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b) Untersuchung der Struktur des Kernes

Der einfachste Graph ist gegeben durch:
Dazu gehort der Ausdruck
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y X
T l Abb. 8.
i %

g@yly) = =il [[6@—y) rsrdalFe, (' ~y) ¢

’

Yyly)+Fu —y) ¢y
i B B

+Fa(y=3) 'y 19) ] (5700 Ay,
e Y

g') (153)

wobei Glieder, bei denen die ¢-Funktionen nicht auf die im Anfang vorhandenen Teilchen bezogen sind (bzw. solche,
die 0 sind, wenn sie auf einen Zustand mit einem freien Meson und Nukleon bezogen sind), weggelassen wurden.

Wir finden nach einiger Rechnung

Pra(@y) =—il [P:Ga—y) [Vy Fy'—y) 9, v(p) —ys 7. My C 1y v F (y—y)

wobei wir

V=75 yu[Spur (M ys5 v.) —M y5 7]
0]y @) | Np)=0v(p) @), {0]|yC(z')

und

verwendet haben. Nun ist

C 1yl ys Fl(y—y) % C=—ps 7. F(y' —y) I}

und wir finden durch Einsetzen

(154)

119, CoC(p)] - el ). iva) dty’

(155)
(156)

Ny ) =vC(p") &)

1y

Qoo (y)=—il [P:Gx—y) [V F(y'—y) I ,0(p)) =V, F(y' —y) 117,0(p)) |e!vv ) Hiay) a%y’ . (157)

Der zweite Ausdruck entspricht der Ladungsaustauschstreuung 7° +N — 7,9+ P, die wir in d) betrachten werden.
p g g

In diesem Abschnitt wollen wir sie weglassen.

Yr X
Die Korrektur, die von ]
x4 y!

herriihrt, kann genauso gefunden werden. Man findet nach lingerer Rechnung mit der Abkiirzung 33

Ka@—y) I, =iPysyu|— G —y) I}, F(y—2) ys yu+Spur G (& —y) 17, F (y—2') 5 7u ]

fir die -Funktion an Stelle der Integralgleichung (157)
Pro(y) =—il[d% dY P:Gx—y) V) F(y' —2) Ko (' —y) II9,v(p") €% elay)

Nun leiten wir aus der Eigenwertgleichung fiir das
71-Meson eine Beziehung fiir Ko her. Die Eigenwert-
gleichung lautet [vgl. (119)] in dieser Bezeichnungsweise

MO=il? [ dy Gx—y) V' F(y—=z). (160)

Daraus bekommt man durch Multiplikation mit y5 7,
nach elementarer Rechnung

V= [diy Ka(z—y) Vy® (161)
oder im Impulsraum
0 _— 11 2 2=
K2(q) Vilg) =Vi(q) fiir ¢*+x2=0, (162)

K2(q) Volq) =Vo(q) fiir ¢*+x:"=0"

33 Eigentlich sollte iiber zwei G-Linienbilder gemittelt wer-
den. Es zeigt sich jedoch, dal beide Ausdriicke einander
gleich sind, weshalb eine Mittelung tiberfliissig ist.

(158)

(159)

Man beachte, dall Ko fiir beide 7° derselbe Operator
ist, der aber in beiden Fillen zu verschiedenen Eigen-
funktionen fiihrt.

Nun betrachten wir noch Korrekturen, die durch das
Einsetzen der niedrigsten Nukleonenselbstenergieteile
entstehen und untersuchen den Graphen

Abb. 10.

Wir bekommen genau wie frither mit dem Selbstenergie-
kern des Nukleons [vgl. (109)]

wlel) = fK:\'aﬂ(r—u) T(L; ) dtu (163)



THEORIE DER ELEMENTARTEILCHEN

fiir die @-Funktion
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Prg (@, y) =—il? [ d% dYy d'u [Ps Kn(z—u) Gu—y) Vg F(y' —2') Koo (2" —y) I17,v(p))] ei?'®) eila¥) . (164)

Nun haben wir gesehen, wie das Einsetzen von Selbstenergieteilen vorzunehmen ist und konnen die Integralglei-
chung fiir die @-Funktion anschreiben, die dem Graphen Abb. 4 zugeordnet ist.

P (2, y) = —il? f d*2’ d%y’ d*u

d=oN

| cu-y)VyFw -2 (-

Pt 4ot

ip'z'+
K,,»)I',, lyv(p)}elpz 9y, (165)

Dabei ist zu beachten, daB8 in der Entwicklung von 1/(1 —K) Faltungen auftreten, z. B. ist

(r_lz)ruzd(x—u)—l—l(x(x—u)-i- [ Kx(@—u) Ky (@' —u) d* +. .. .

Auch auf die (besonders fiir Ko komplizierten) Spinorindizes mul geachtet werden. Durch Einsetzen in die Uber-
gangsamplitude finden wir nach Transformation in den Impulsraum

A=@2)*0(p+q—p —q) P [3(0) () —ix] Py 0

¢) Diskussion der Normierungsfaktoren Z,, Z und
des Emissionsvertex

Wie aus dem Vorstehenden ersichtlich ist, sind wir
analog wie bei der Renormierung in der konventionel-
len Theorie vorgegangen. Auller der Tatsache, dall Z,
und Zg in unserer Theorie endlich sind, bestehen einige
Unterschiede in der physikalischen Interpretation dieser
Groflen. Wihrend in der konventionellen Theorie Z, und
Zy als Wahrscheinlichkeit dafiir gedeutet werden kann,
das wechselwirkungsfreie Teilchen im Zustand des phy-
sikalischen (angezogenen) Teilchens anzutreffen, ist eine
solche Interpretation hier nicht so einfach moglich. Ins-
besondere konnen die Z-Faktoren infolge der indefiniten
Metrik negativ werden.

Wir berechnen nun Z,. Aus (115) bzw. (134) findet
man mit {=x1/2 7

4
1-Kx (p) =1+ —%24L(—%), (167)

_5_‘[ 4 iz 10
iF ((L—g M= BN X

1-Ky (p) =1+

(yp)+ix

11 =% —q® ]
® op e F P g T ? @)
(166)
Definieren wir nun Z, durch
ZA— i fVJ);ii_l_;
2 on—ix 1-K& (p)
(168)
Zp— fim R =iz 1
rp)—>in3 1—-K} (rp)’

so finden wir mit den numerisch bestimmten Werten fiir
die Ableitungen von L, M, N

L'(1) =—0,2983; M’'(1) =0,0426; N'(1) = —0,4747
und mit N (1) =2,306
ZA=—1,045; Z,B=+1,950. (169)

Das negative Vorzeichen von Z,* ist eine Folge der in
IV bereits erorterten mangelhaften Konsistenz der unter-
sten Naherung (Auftreten zweier benachbarter Nullstel-
len) und fiihrt spdter zu Schwierigkeiten. Im Verfahren
B treten diese Schwierigkeiten nicht auf. Wir erhalten
daher fiir das Nukleon im Falle A

—27Z,A 1

7 e St B S, A
und im Falle B (170)
142, %3, 1
- ;_R LB ZBL
u(p) [(yp) —ix] To 5 2 Typ) u(p) Z,

Bei der Berechnung des Mesonkorrekturfaktors Zg
wird sich herausstellen, daB K/(1 —K,) in Wirkung
auf 7% gerade den V°-Anteil herausblendet, was auch
notwendig ist, damit Symmetrie beziiglich Emission und
Absorption des Mesons herrscht.

Wir betrachten zundchst die Niherung A, bemerken
aber schon hier, daB diese Niherung wegen der ge-
nannten Inkonsistenz nicht zu brauchbaren Resultaten
fiihren wird. Im Fall A kann mit Hilfe der Bedingung

(145) (bzw. richtiger gesagt, aus den Symmetrieeigen-
schaften des 7z-Mesons) der Ausdruck 7I° eindeutig fest-
gelegt werden:

=1 (M9 (171)
Aus der Definition von M erhélt man damit
I J

Vi) =220 vy = ~6n -2y, (72)
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() =N Vi), () =NeVo)) mit  (173)  Zas el
1 1 17 | - d _ 2 }
Ny=— 8n2’ No=—+, nt" Zsa ar =B D120 1=lo,0 (176)
und numerisch wird

Definieren wir nun Z; durch
; 1— (2 +%,7)
1 ) JJ0 sy D 0
J: 4+ ll{l:l"—m 1—K o(—J) I'(J) =w" 2, 1I°(J) (174)
=x.2Z¢(—=N) VO (=1]),

so erhalten wir bei Beriicksichtigung der aus (128)
bzw. (129) folgenden Beziehung

Zy,=375. Zy,—0,828.
Im Fall B besteht V; und ¥ aus Gliedern
Vi) =VoU) +ViF=2n, LD 5, 4np, 22 3,

(1—K.) I : Vo) =V (J) +Vo* (177)
1-Ky) IIi(J)=(1-2J]2D+4 C)I1,(J); (7
175 - P e P,
(1=K II,(J) = (1—6 J2 D+12 C) I, (J) (7s) =10y~ = Aty Thia = = & P
Aus der Definition von K, Gl. (158) kann man die Beziehungen ableiten
i’B \, 5
Ke(=D Vo) =(20-20) 700 - ([ T )vz ), (1784)
Ko (=DVi(J) =2ibyx 210 BV,*(J) +(2J*D+8C) Vi*(J),
5iPB\,, 5
Ko (=1) Ve*(J)=52D—-2C) V() — (box;m;) Vo= (), (178 b)
Ka(=D)VoS(J) =2ibo# hgo BV(J)+ (212 D+8C) Vo=(J).
Aus diesen Gleichungen bekommt man fiir das Isotriplett nach einigen algebraischen Umformungen
Y pepy L i epp_ oy (B \p s }
o 0 = i - rp-soa ven - (G PR -
1 ypspn 1 Ty 2 z }
e Ve = T it e BYO0) + A= D+20) VEO)
wo wir zur Abkiirzung gesetzt haben I1,°(J) =Ny (a) [V,°(J) +a VZ()], (180)

() =(1-1D+2C)(1-2]2D-8C) ~2]* B
mit der Eigenschaft [vgl. Gl. (136)]
f1(2) [1=1,,=0.

Im Fall B ist die Grofle I1,° nicht mehr durch die Trans-
formationseigenschaften eindeutig festgelegt, da jede
Linearkombination von V;® und ¥V, diese Eigenschaf-
ten besitzt. Wir setzen deshalb an:

lim . (J,zj_ ?f:fz“),
P agi-s0 1=K 0(=J)

E.i10)

0 — 52
111 (+])7X fl’(;.)

I AC)
1O

T 1602
Hierbei haben wir beniitzt, dal fir A=4,, nach GL
(162) die Gleichungen gelten:

iJ? B_
by Ay

1-2/2D-8C=

x® [1~2 JPD-8C
(%)

wobel a eine unbekannte Konstante sein soll. Es wird
sich spéter zeigen, dal die Resultate der Rechnung von
dieser Konstanten nicht abhédngig sind. N, (a) ist eine
Normierungskonstante, die sich mit Hilfe von Gl. (147)
zu

Ni(a) = —[16n32(1—2b2al,e)]?

bestimmt. Mit den Beziehungen (179) und (180) kann
man nun schreiben:

{[(1~2]2D—8 C)+a2ibyxin,B] Vo)

. .
+ [a(l—J2D+2 C) — bi{;m]vl-u)} et

(1-272D-8 C)} A=2bfale) Vi) —Vi*(Jo)]

A=1

L=11.o

Vi(—=Jo).
1—PD+2C=—2ib x4, B
und haben auf Grund der Jy-Abhédngigkeit gesetzt:

Vi(—=Jo) =V:°(=Jo) + V12 (= 1)
=—V:°Uo) +V:Z (o)
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Wir erkennen nun, daB die rechte Seite der obigen Gleichung nicht mehr von a abhidngt und wieder einfach propor-
tional dem Emissions-Vertexoperator ¥ (—J,) ist. Analog zum Fall A konnen wir also eine Konstante Z; definieren:

im =) g NI S _[t=2/D-8C

pi o ToBa(hy 0 D =¥ I g Vil=le) oder Zu= |y s, - (1EL9)

Fiir das Isosinglett lassen sich obige Rechnungen genauso durchfiihren. Wir definieren analog:

_[1=2/2D-8C im ) S N
Zy= At () =100 oder J’+1;:;I:=1»->0 1—K.o(—J) I1,° (1) =%z, Zy 80 ny? Vo(Jo)s (181D)
wobei beiden Verfahren A und B sind verstdndlich, da sich ja
fo(A) =(1—5J72D+10C) (1—2J2D—8C) —10 J2 B auch fiir die 77-Mesonenmasse sehr verschiedene Werte

ergeben.
ist. Numerisch ergibt sich Damit wird die Ubergangsamplitude
2y =752,  Zy=0534. (182) A= (27)*0(p+q—p —a) 1. (183)
1

Die erheblichen Unterschiede der Z-Faktoren in den c (12122525, 0u(p) LV (¢)F(p—q) Vi(—q) v(p")

d) Ladungsaustauschstreuung, Auswahlregeln, GroBenordnung der Meson-Nukleon-Kopplungskonstanten

Beriicksichtigt man auch Glieder, die eine Streuung mit Ladungsaustausch beschreiben, so erhalten wir
[vgl. (157)]
A=2a)*0(p+g—p' —q) 161n s (U#2)% 2323 a(p) LIV(q)) F(p—¢') Vi(—¢q) v(p) (184)
—V'(q) F(p—q) Vi(—q) +°(p)].

Wenn der Projektionsoperator L nach rechts durchgezogen wird, erhilt man genau die Krein—Gorpoxn-
Spinoren fiir Proton und Neutron

v(p) =Rv(p),  v"(p) =RC(p).
Der Ausdruck beschreibt daher tatsdchlich nur die Prozesse
a) p+a’—>p+m’ B p+a’—>p+ad y) n+a’—>p+a’.
Wir erhalten im Fall A

A= — 224 S(p+q-P —q) Zu 2, T2V fur (p) LD F(p—g) L2 00 (p), (185)
wobei fiir die Reaktion
Q) f=1, 0=0®, B) f=— 30 0@, y) f=+ -1, v0=v® ist. (186)
ny 1

Man erhilt eine vollkommen analoge Formel fir p+ 7 > p+a,° (es ist nur #.1— .0, Zg — Zg,
und f=3 zu setzen).

Man sieht zuniichst, daB wegen n/n;=V2 die Kopplungskonstante des z* um diesen Faktor groBer
als die von 7,° ist, wie das in einer ladungsunabhédngigen Theorie der Fall sein muf3.

Zum Vergleich ziehen wir die in erster Stérungsndherung einer PS—PV-Theorie berechnete Amplitude
fir die Reaktion p + #° — p + 72° heran. Sie hat die Form

A=— @) o(p+q—p —q) Pr(p) LT y;Se(p—q) L2 5w (p) . (187)

Dabei ist F die Kopplungskonstante, deren experimenteller Wert F?/4 7 =0.,08 ist und Sy = —%.
Ein Vergleich von A" und A4* ist wegen des Auftretens eines Krein—Gorpon-Spinors im letzteren Aus-
druck erst nach einigen Umformungen moglich. Zunichst kann zu (y ¢') und (7 g) ein Faktor y; hinzugefiigt

werden, da F(p — ¢’) keine Massenglieder enthalt. Mit (141) erhalten wir nach einigen algebraischen Um-
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formungen

u’(p) (7q) (r.p—q) (yq) v*(p') = 2’ (p) (v ¢) (.p—q) (v q) w?(p")

— -2+ @ (p) P ().
Das zweite Glied kann auch anders geschrieben werden:

u?(p) 3 (.q9+q) rsu’(p) = —u?(p) (7.p—q) ysu”(p) .
Wir erhalten also

@ (p) LI F(p—q) L0 v (p') (188)
=@ (p) LDy F(p—g) 19Dy 0= A2 p(p q) 75 [u"(p) -

Der erste Term bedeutet eine PV-Kopplung. Der zweite Ausdruck, der nur Beltrage von Zwischenzustén-
den enthélt, die nicht auf der Massenschale liegen, fiihrt zu einer Wechselwirkung, welche die Paritat
nicht erhalt. Das hangt aber, wie schon frither gesagt, mit dem schlechten Ndherungsverfahren zusammen
(Vernachlassigung der Vertexkorrektur, siehe oben).

Die Ubergangsamplitude nimmt die Form an
Conl) 0 (p) [%‘_’f) 7sF(p—g) V0 y; (189)

141

A= —2m)t 8(p+q—p —q) 23, Z,

+ PO (p—g) s [ () -

b2}

Lassen wir den paritétsverletzenden Term weg, so erhalten wir durch Vergleich mit (187)

F? wl
=1y 7, (x ~) ~0,289. (190)
In dieser Naherung ergibt sich also eine imaginire Kopplung, offensichtlich ein unsinniges Resultat.
Der Grund dafiir ist die mehrfach erwahnte Inkonsistenz der Fermioneneigenwertrechnung A, durch die
1/[1 —Kx(p)] zwei Pole hat, so daB der Z-Faktor des Nukleons negativ wird.

Fiir das Singlett-° erhalt man analog

— (21)* 8(p+q—p — ) Zsy 2, 2D i (p) [ LD F(p—g') LD 1 (191)

+ = ‘“ T F(p—q) 15 |ur(P)

7!0

Fg 3(rcﬂ.7)
also 4_{ =Z402Z, e —1.781. (192)

Die Kopplung ist ebenfalls imaginir, da die genannte Schwierigkeit ja mit dem Nukleon und nicht mit dem
Meson zusammenhingt. Auch das parititsverletzende Glied tritt auf. Fiir den Prozef p + 7y —p +7,° und
p+7,°—>p+a," muB die gleiche Kopplungskonstante resultieren. Dies ist der Fall, wenn wir die noch
freien Normierungsfaktoren so wahlen, daf}

L VY -

. ]/3 72, 0,478 wird.

Wir wollen nun den Fall B diskutieren, bei dem keine parititsverletzenden Glieder in der Wechselwir-
kung vorkommen und die Kopplungskonstante reell wird. Wir betrachten wieder 7,°+p—7,%+p
als Modellfall. Fir (184) brauchen wir [man beachte, dal L nun 3(1—y;%;) bedeutet und
u?(p) =u’(p) (1+2)/2]

> % ! G — 3 1
A2 LY, (q) Fp—q) Vi(—g) =4n2 13010 7'?**((13) Sy+2b, 2 3, ) (193)
= My sl
Flo- q)(( }’q)z +20y }im )=_4n ((};Z)’ 75+2by ,{:‘175)F(P—9)32,=1
LI 1
.((}’;:i) ;}5’—26 %7 lys\ —|— )é
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Wenn wir dies in (184) einsetzen, erhalten wir

AP=(2a)*0(p+q—p —q) Zy Z5(%a1)* (" zla‘)

x

= 4 L . N ( 1 .
-u(p) (’%q)” 75+2b13{*"75)2F(P—‘1):Z:1 (qu 7s—2 by *;;’l?s)

Dabei soll F(p'—gq)|s,—; die Funktion bedeuten,
die aus F entsteht, indem 2| durch 1 ersetzt wird.
Aufler £(1+2)) tritt keine 2-Matrix auf. Entspre-
chend der Bemerkung 3! beziiglich der v konnen wir
einfach 3(1+2);;=1 nehmen, wenn wir unter u
den iiblichen Viererspinor verstehen.

Wir erhalten also nun PV- und PS-Kopplung.
Die Kopplungskonstante ist

Fldzn= (Ys2a) Zgy Zy(#a )2 =0,0158  (195)

Fir das Singlett erhélt man denselben Ausdruck,
nur daB} x: —> . durch by —1 by zu ersetzen ist
und die Kopplungskonstante den Wert
f_g: — (316 7) Zgg Zs (#=,])2 = 2,079  (196)
besitzt.
Zum Unterschied von der Niherung A ist es we-
gen des Massenterms in F(p—gq’) nicht zulissig,
75 wegzulassen. Die PS-Beimischung ist sehr klein

26, %™ 0,024 2 b, o 0,38

Die Schwierigkeiten des Falles A treten hier nicht
auf; das Verfahren B ist demnach konsistent. Beziig-
lich der Ladungsaustauschstreuung und der Singlett-
Triplett-Streuung unterscheidet sich das Verfahren B
nicht von A und braucht daher nicht noch einmal
diskutiert zu werden.

Der Wert (195) sollte mit dem experimentellen
Wert 0,08 verglichen werden, jedoch sind die nu-
merischen Resultate dieses Abschnittes im Hinblick
auf die Vernachldssigung der Vertexkorrektur und
die Ungenauigkeit des ganzen Néaherungsverfahrens
nur als Abschdtzung der Groflenordnung zu verste-
hen. Wenn wir die Kopplungskonstante mit der
dquivalenten PS-Kopplung vergleichen

2 2 2 2
G, =(2;{ F, =24’7; G,
4 - 47 47

=8,77,

so ist die Ubereinstimmung mit dem eperimentellen
Wert G,2.x,/4 115 wesentlich besser. Dies konnte
ein Hinweis darauf sein, daB die mangelhafte Be-
rechnung der 7-Mesonenmasse, die in G nicht mehr
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(194)

% S

o == u(p)

explizit auftritt, den Hauptfehler in der Kopplungs-
konstanten F verursacht.

VI. Wechselwirkung beim /j-Zerfall

Nach der Quantenzahlentabelle von Kap. I gehort
der f-Zerfall, z. B. der Prozel n— p +e + ¥ zu den
(auch im Sinne der starken Wechselwirkung) erlaub-
ten Ubergiingen. Die Lebensdauern fiir 5-Zerfall mii8-
ten also auBerordentlich kurz sein (~ 10723 sec),
wenn die Leptonen bereits in der ersten Ndherung
der vorliegenden Theorie vorkamen. Tatsdchlich tre-
ten sie in dieser hier behandelten Niherung
aber noch nicht in Erscheinung, da ihr Beitrag zur
Sp-Funktion wegen ihrer verschwindenden Masse
durch den Beitrag des ,,Geisterdipols® vollstindig
kompensiert wird. Die Kleinheit der p-Wechsel-
wirkung beruht also hier wohl auf dem Umstand,
dall erst die in hoheren Naherungen auftretende
Symmetrieverminderung einen schwachen Anteil an
Leptonenerzeugung und -vernichtung im Feldopera-
tor v (z) bewirkt, nicht aber darauf, da} etwa die fiir
die Wechselwirkung zunéchst maflgebende Invariante
J, die p-Uberginge aus Symmetriegriinden aus-
schlosse. Daraus ergibt sich, dafl die Symmetrie-
eigenschaften der f-Wechselwirkung schon aus der
Symmetrie der starken Wechselwirkungen, insbeson-
dere der Invariante J,, hergeleitet werden konnen,
obwohl die Existenz des p-Zerfalls eine indirekte
Folge der Symmetrieverminderungen ist.

Mathematisch stellt sich dieser
Sachverhalt in folgender Weise dar:
Wenn man den $-Zerfall in der glei-
chen Art behandelt wie in Kap. V
die Streuung, so kann man etwa
von Graphen des Typus Abb. 11
ausgehen. Fir die 7-Funktion von
3 Variabeln, die die auslaufenden
Teilchen charakterisiert, entsteht
dabei eine Gleichung der Art

Abb. 11.

(1-K) t(zy|z) =Kwr(2) . (197)
Aus dieser Gleichung wird formal
t(zy |2) = (1-K) "' Kwr(2)), (198)
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und es ist zu untersuchen, welche Struktur der Ope-
rator (1 —K,) ! hat. In einer linearen Fermionen-
theorie mit mehreren verschiedenen Masseneigen-
werten, die etwa durch

IZI(‘/v prt+iz) y(z) =0 (199)

charakterisiert ist, erkennt man sofort, daBl der
Vakuumerwartungswert Sr (p) im wesentlichen durch
(200)

const

Se(p) = H(y,p,+ix)

l

bzw. durch die Partialbruchzerlegung dieses Aus-
drucks gegeben ist, also einfach durch das Reziproke
des in (199) vor y(z) stehenden Differentialaus-
drucks. Man kann daher auch in der nichtlinearen
Theorie annehmen, daf} der Ausdruck (1—K;) ™!
sich im wesentlichen dhnlich wie Sy (p) verhilt. Tat-
sichlich zeigt eine Diskussion der fiir Sy maligeben-
den Graphenbilder, daf} fiir Sy eine Integralgleichung
der Form

[1-K.(p)]S(p) = [ dp' Ky (p,p) Se(p)
gelten mufl, wobei 1—K (p) gerade der fiir die
Fermionen charakteristische Integraloperator ist.
[Ky(p,p’) ist dabei nicht der Operator der rechten
Seite von (197) und (198).] Wenn die Funktion
Sy die Leptonen nicht enthilt, so konnen also auch
keine Leptonen emittiert werden, obwohl die ,,St6-
rung“ Ky -7(2") ihre Erzeugung moglich machen
wiirde. Physikalisch beruht dies darauf, daf} die
nichtlineare Wechselwirkung die Fortpflanzung von
Storungen unmittelbar auf dem Lichtkegel in erster
Niherung iiberhaupt verbietet (Wegfallen der o-
bzw. ¢’-Funktionen auf dem Lichtkegel). Wenn die
Symmetrieverminderung in hoheren Naherungen
eintritt, so entsteht durch sie ein kleiner Leptonen-
anteil in Sy und in (1 —K,)!, der dann eine
schwache Leptonenemission ermoglicht. Auch wenn
man auf der rechten Seite von (197) kompliziertere
Graphen berticksichtigt, so &dndert sich an diesem
Sachverhalt nichts.

Wir wollen im folgenden nur Graphen fir Ky
in Betracht ziehen, bei denen die beiden auslaufenden
Leptonenlinien vom gleichen Punkt ausgehen. Denn
Graphen anderer Art miifiten mindestens noch eine
innere Leptonenlinie enthalien; ihr Beitrag wire
also sehr viel kleiner und kann zunichst vernach-
lassigt werden.

Von den dann noch zugelassenen Graphen liefert

&
7

der Graph niederster Ordnung -~ als Wechsel-
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wirkung einfach die Invariante /., die in der kon-

ventionellen Schreibweise durch

CSZC'FZC|):O; Cy= —Cx

(201)

dargestellt wird. Die hoheren Graphen aber dndern
unter Beibehaltung von ¢, =cp=c¢, =0 das Verhalt-
nis cy/cy ab.

Daf} J;, zu den Werten (201) der konventionellen
Konstanten gehort, laft sich leicht in folgender
Weise einsehen:

Zunichst gilt

(P yuysw) @ ruysy) = (P75 9C) (P ruvsv),
(202)

was sich vermoge der Fierzschen Identitdt umfor-
men laft in

(ITJC Yu?s WC) (P yu Vs Y) (203)
== 1 BTy (G ruys Tovarsv),

wobei iber alle Elemente I', der Dirac-Algebra
summiert wird. Nun ist aber
pLoyC=pI,C' "

= (l—/)l’g Cc1 ITJT)T=171C_ICI,UC,

d. h. es entstehen von Null verschiedene Beitrage
nur aus Gliedern, fir die gilt:

Te=C1LLC. (204)

Die Elemente 1, y5, ¢ 7. 75 erfiillen diese Bedingung,
iiber sie ist also allein zu summieren. Schreibt man
unter die Operatoren die Teilchen, deren Entstehen
oder Verschwinden sie nach Gln. (49) und (77) be-
deuten sollen, so kann man in der Klammer die nach
(49) bzw. (77) zugehorigen Projektionsoperatoren
R und L einfiigen. Die rechte Seite von (203) geht
damit tiber in

_ZLZ('ZJLF()RWC) (PCLyuys LoyuysRy) .
e p n e v
(205)

Von den Elementen der Dirac-Algebra bleibt wegen
der Bedingung (204) daher nur I', =iy, 75 iibrig
und es entsteht
§ [P(1—75) 7 ¥ 1 [PC(A~p5) vow]l, (206)
p n e i
was dem Ansatz (201) entspricht.

Um die allgemeine Form der Wechselwirkung der
»angezogenen“ Teilchen im f-Zerfall zu erhalten,
missen wir wieder von Ausdriicken Gl. (84) mit
Zusatzbedingungen (85), (86), (87) ausgehen. Un-
ter Beniitzung der Fierzschen Identitit analog zu
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Gl. (203) und (204) konnen wir daraus ableiten,
welche Dirac-Operatoren '™ und I',® in Aus-
driicken der Form

Li= [ ci(p. g k)
[P(p+3k) TV (p, k) vC(—p+3h)]
[7C(qg+3k) T.®(q. k) ‘w(—q+3k)]

moglich sind, wenn wir die PavLi-Gtrsey—TouscHEK-
Symmetrien fordern. Fiir die fur den f-Zerfall maf3-
geblichen Glieder konnen wir dies jedoch auch ohne
Umrechnung aus Gl. (84) einsehen. Denn wir er-
kennen, daf} im Falle des f-Zerfalls die Operatoren
', und I',® selbst wieder Bedingungen der Art
Gl. (85) und (87) erfiillen miissen, damit Lg her-
mitesch ist und die I', von R nach L iuberfiihren.

- v — (7, 3 5 _
Lp=cy (% 7urs %) (B 75 9) +62(w<%’ az‘) Yu?s (ﬁ— ) wc) (@Crurs¥) -

Wie man leicht verifiziert, ist ¢; =%(cy —cy) und
cs=2(cy+ca) in der konventionellen Schreibweise.
Ist ¢;=0, wie fiir den Vertex niedrigster Ordnung
Gl. (206) (der Faktor 1 —y; ist in dieser Darstel-
lung irrelevant, da iy, w¢=0 ist), so folgt daraus
Cy= —Cj\ .

Im allgemeinen ist cy/cy = — (¢; —¢s) /(e +¢a).
Eine Abschitzung des Verhiltnisses cy/c; bzw.
cafey fiir die angezogenen Teilchen (durch Beriick-
sichtigung der hoheren Graphen) ist auf halbempi-
rische Weise von Fusint und THirriNG 3% vorgenom-
men worden und soll hier nicht weiter untersucht
werden. Da experimentell das Verhiltnis cy/cy von
— 1 verschieden ist, so diirfte auch ¢; von der ,,nack-
ten“ Kopplungskonstanten verschieden sein. Es be-
steht deshalb kein Anla} zu einer These der Unver-
anderlichkeit dieser Kopplungskonstanten beim ,,An-
ziehen“ der Teilchen, besonders, da der 7'-Strom
Ji' = (@ yuyswC) in der vorliegenden Theorie nicht
divergenzfrei ist (vgl. Kap.IVa). Da das u-Meson
in der jetzigen Naherung der Theorie noch nicht
auftritt, 148t sich auch noch nicht entscheiden, wie
die Ankopplung fiir dieses anzusetzen ist.

VII. Mathematische Ergénzungen

Bei Diskussionen iiber die mathematische Struktur
der nichtlinearen Spintheorie kehren hidufig zwei Argu-
mente wieder, die die mathematische Widerspruchsfrei-
heit der Theorie in Frage stellen und etwa folgender-
mafen formuliert werden konnen 3%:
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Wegen der Transpositionsbedingung analog zu (204)
erhalten wir auBerdem fiir die I, (p,k) und
I',® (q, k) eine Einschrinkung der Art Gl. (86).
Daraus folgt aber, daB in 1",V (p, k) selbst wieder
nur die in Gl. (88) angegebenen Terme moglich
sind. I, (g, k) enthilt entsprechende Glieder, wenn
man in (88) p durch g ersetzt.

Beschreibt 1", (¢, k) den Leptonenvertex, so ver-
schwinden bei strenger Isoinvarianz alle Terme mit
¢»y» und k. 7., da Elektronen und Neutrinos mas-
senlosen Dirac-Gleichungen geniigen. Geschieht die
Ankopplung in einem Punkt, so treten auflerdem
keine g, auf. Ist die Impulsibertragung k. ferner-
hin klein gegen den Viererimpuls p, der Nukleonen
(p?> = —%2), so reduziert sich die fiir den p-Zerfall
mafgebende Wechselwirkung auf zwei Glieder:

(207)

% Oz,

Wenn behauptet wird, dal der Feldoperator vy (x)
mit einem beliebigen Raumintegral von y(z) und ¥ (z)
zur gleichen Zeit antikommutiere, zu verschiedenen Zei-
ten aber im allgemeinen nicht antikommutiere, so sei
diese Behauptung mit der Existenz einer Differential-
gleichung nicht vertriglich. Denn aus der Anti-Ver-
tauschbarkeit der Feldoperatoren zur gleichen Zeit folge
wegen der Differentialgleichung auch die zwischen ¥ (z)
und Sy (x) /3t und damit die fiir alle spiteren Zeiten.
AuBlerdem sei es iiberhaupt zweifelhaft, ob man eine
Quantenfeldtheorie durch eine Differentialgleichung de-
finieren konne. Schon das Lee-Modell zeige, daB fiir die
renormierten Operatoren eine Integralgleichung an die
Stelle der urspriinglichen Differentialgleichung trete.

Um diese Argumente genauer zu analysieren, soll
die Frage der Feldgleichungen am Lee-Modell behandelt
und anschlieBend die Frage der Existenz der J-Funk-
tionen auf dem Lichtkegel an den klassischen Losungen
einer nichtlinearen Gleichung untersucht werden.

a) Die Bestimmungsgleichungen fir den zeitlichen Ver-
lauf der Feldoperatoren

Zu den grundlegenden Axiomen der Quantenfeld-
theorie gehort der Satz, dal} die Feldoperatoren in einem
beliebig kleinen, aber endlichen Zeitintervall At ge-
niigen sollen, um aus dem Vakuum den ganzen HiLerT-
Raum aufzubauen (vgl. Haac %¢). Wenn dieses Axiom

34 S. Fusint u. W. E. Tuirrine, Phys. Rev. 105, 1382 [1957].
Vel. z.B. W. Pauvur Diskussionsbemerkung: High energy
conference at CERN 1958, S. 123.

36 R. Haac, Phys. Rev. 112, 669 [1958] und Colloqu. Inter-
nationale sur les Problemes Mathem. de la Théorie Quan-
tique des Champs, Lille 1957, herausgeg. von CNSR, Paris
1958.

X
@
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richtig ist, so muf} es in jeder Quantenfeldtheorie mog-
lich sein, eine Bewegungsgleichung fiir die Feldopera-
toren zu konstruieren, die entweder eine Differential-
gleichung in der Zeit oder eine Integrodifferentialglei-
chung ist, in der nur iiber das beliebig kleine Zeit-
intervall At zeitlich integriert wird.

Das Lee-Modell scheint dieser These zunidchst zu
widersprechen, da die renormierten Feldgleichungen des
Lee-Modells in der bisher beniitzten Form eine Zeit-
integration von —o© bis ¢ enthalten [(l.c.8, S.544,
Gl. (62 a)]. Im folgenden soll aber gezeigt werden, dal3
auch im Lee-Modell eine Integrodifferentialgleichung
der geschilderten Art abgeleitet werden kann. In den
Bezeichnungen schlieen wir uns genau an die friihe-
ren ® an; die folgenden Rechnungen sind also nur unter
Beniitzung der Ergebnisse der fritheren Arbeit® ver-
stindlich.

Die unrenormierten Gleichungen [l c.8, Gl. (53 a)
und (53 b)] des Lee-Modells lauten * (unter der Vor-
aussetzung myx =0) :

. dyy
"o

=my Yy —gy 7T 1/2 yNa, (208)

. OwN
ot
Aus Gl (209) entnimmt man:
wN (2) _tgon]/Zfdt a*
t=at

Durch Einsetzen in Gl. (208) folgt:
t

= —gaV2a*yy. (209)

) yy (1) +yx(t—4t). (210)

aW\

- () a*(¢') wv () dr (211)

=my yv—21ig,° n2/a
t— it

—g01V2 a(t)w\ (t—At)

{}-o- o0

Setzt man nun, dhnlich wie friiher 8

e—il—2) At 4 5 [b _

2w}

rat(t—t) = ;'_i /dz { }efz("—‘) s (219)

so erkennt man, daB8 die Funktion y4¢(¢t—¢") auBerhalb
des Intervalls Zwischen t—At und ¢ verschwindet'

e dk
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Unter Beniitzung von
s(t—1t) =<0 |a(t) a*(t) (212)

erhilt man als den wichtigsten Teil von (211), dhnlich
wie frither 8, den Ausdruck

t

—m\'w\') +2in? /s(t—t') wy () de”. (213)
=4t

(1/ aw\r
g5\ St

Setzt man wieder

wv () = [x2(z) e7i2tdz, (214)
S0 wird aus (213)
2 — i(w—2z) At
fd’{ —my | kdk;lw(ew 2) )} (@) e=i*t
(215)

Hier ist ein Zusatz —iy (y—0) im Resonanznenner
nicht nétig, da an der Stelle @ =z auch der Zihler ver-
schwindet. Da wir die beiden Terme des Zihlers aber
getrennt behandeln wollen, ist ein solcher Zusatz doch
zweckmidfBig, um den Integrationsweg in beiden Inte-
gralen festzulegen. Wir schreiben also statt @ —z wieder
®w—z—1y (s. Arbeit®) und erhalten fiir den Klammer-
ausdruck (215):

N k2 dk e—i(o—2) 4t
{ } =) _/ 2w(w—z—iy) (216)
mit
k2 dk
+ 2 0k
h'(z) =a+bz+z /2w’(w v Pl (217)

Indem man im zweiten Glied in (216) eine #hnliche
Zerlegung durchfiihrt wie im ersten, erhilt man:

—ileo— k? dk(1—e~i(0—2) 4t)

i(lw—2) 4t
¢ 8 / Zw"(a)—z——zy) (218)
XA[(t—l) _0 fir £ <t—At und fur t >L‘ (220)

Die beiden ersten Zeilen von (218) geben ndmlich
AnlaB zu - bzw. ¢'-Funktionen an den Stellen ¢ oder
t—At. Fiir die letzte Zeile kann (220) aus der Ver-
schiebung der Integrationswege im z-Raum abgeleitet
werden, wobei aber zu beachten ist, daB3 auch hier noch
0- und &"-Funktionen an den Grenzen iibrigbleiben.

Sd‘lll(:‘BllCh erhdlt man also fur die renormlerte Wel]englelchung

s

g/dt 1at(t—t) wyr () =—2ina%g /dt [a(t) a* (') —s(t—1t) ] pve () — V2 a(t)yx (t—At).

t—At—e
E“‘)O

t—4t

(221)

Fiir die linke Seite dieser Gleichung folgt — unter der Voraussetzung eines glatten Verlaufs von ¥ (f) — nach ldn-

geren Umformungen von (219) die folgende Gl. (222) :

*Anm. b. d. Korr.:

Bei dieser Gelegenheit sei ein Rechenfehler verbessert, der in der genannten Arbeit® stehen ge-

blieben war: Dort tritt in den Gl. (3) und (53 d) ein nichtlokaler Faltungsoperator auf, der die Fouvrier-Transformierte von

e—mp|r—z

|2—2'|

1/w sein soll, aber irrtiimlich als / dz’

Transformierte von 1/w? Der richtige Faltungsoperator hat die Form

angezeben worden war. Der letztere Ausdruck ist jedoch die Fourier-

dz’ d

const- —I———I_I, e

Ko(m6|I41’|)

(K, ist die modifizierte Hanker-Funktion) . Fiir die Schliisse der Arbeit ergeben sich dadurch keine wesentlichen Anderungen.
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t+e

[at zare—1) @) =ap (0 +ib-

t—dt—eg
t

+L/dt’ w(t) —y(t) — (t_t)iw,(‘v)}/k dk etiot—1)

Die Integrale iiber k sind stets als A b elsche Grenz-
werte gemeint; sie lassen sich durch Zylinderfunktionen
darstellen.

Vergleicht man die renormierte Form (221) und
(222) der Wellengleichung mit der unrenormierten
Gl. (208), so erkennt man, da} das zweite Integral in
(222) im Grenzfall At — 0 wie 1/4t anwichst, also —
wenn man den Divergenzgrad der Integrale tiber d% ver-
gleicht — dem Glied mit mv in (208) entspricht. Das
dritte Integral verhilt sich wie In 4t und entspricht dem
Qyy/Ct in (208). Das letzte Integral in (222) schlieBlich
ist reguldr bei 4t — 0, weil zwar das Integral iiber k sich
wie 1/(¢ —t)2 verhidlt, aber die eckige Klammer bei
kleinen |# —z| wie (¢'—t)? verschwindet.

Damit ist gezeigt, daf} die zeitliche Verdnderung der
renormierten Operatoren tatsdchlich durch eine Integro-
Differentialgleichung der geschilderten Art dargestellt
werden kann; das Lee-Modell kann also nicht als ein
Argument gegen das zu Anfang dieses Abschnitts er-
wihnte Axiom der Quantenfeldtheorie gelten.

Auch in der Quantenelektrodynamik muf} es moglich
sein, fiir die renormierten Feldoperatoren Integrodif-
ferentialgleichungen vom Typus der Gln. (221), (222)
zu konstruieren. Wahrscheinlich wird es sogar viele mog-
liche Formen fiir solche Gleichungen geben, die alle
inhaltlich dquivalent sind.

Nach dem genannten Axiom muf} es auch moglich
sein, einen Hamirtron-Operator (und allgemeiner: die
Operatoren fiir Translation in zeitlicher und rdumlicher
Richtung, Rotation, Ladung etc.) zu konstruieren unter
Beniitzung nur der zum Zeitintervall zwischen ¢— 4t
und ¢ gehorigen Feldoperatoren. Dagegen konnen solche
Transformations-Operatoren nicht mehr allein aus den
Feldoperatoren zu einem bestimmten Zeitpunkt auf-
gebaut werden (vgl. 1. c.8 S.544). Die Konstruktion
der Transformations-Operatoren im Falle des Lee-
Modells soll hier nicht mehr durchgefiihrt werden; auch
fir sie wird es viele verschiedene, aber inhaltlich dqui-
valente Formen geben.

In einer relativistisch invarianten, der Kausalitdtsfor-
derung geniigenden Theorie muf} die fiir den zeitlichen
Verlauf der Feldoperatoren malgebende Gleichung ent-
weder eine Lorentz-invariante Differentialgleichung sein,
oder eine ebenfalls Lorentz-invariante Integrodifferen-
tialgleichung, in der nur iiber das beliebig kleine, aber
endliche Raum-Zeitvolumen At- AV integriert wird. In
der Quantenelektrodynamik muf} fiir die renormierten
Feldoperatoren eine Gleichung der letzteren Art kon-
struiert werden konnen.

Nachdem klargestellt ist, da3 es dann, wenn iiber-
haupt Feldoperatoren existieren, die den iiblichen
Axiomen der Quantenfeldtheorie geniigen, eine Diffe-
rentialgleichung cder eine Integrodifferentialgleichung

By ame
L [ (t) — At
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Kdk _ipa_; O aW(‘) kdk o a
2 w? 208
o (222)

mit dem beliebig kleinen Volumen At - AV fiir sie geben
muB, kann die Frage aufgeworfen werden, welches Ver-
halten die Antikommutatoren in der Nihe des Licht-
kegels zeigen, die durch eine solche Feldgleichung und
die Forderung der Mikrokausalitdt (Verschwinden des
Antikommutators fiir raumartige Abstinde) bestimmt
werden.

Hier ist zundchst hervorzuheben, daf} die Feldglei-
chung nichtlinear sein mufl, um Wechselwirkung dar-
zustellen, und daB die Nichtlinearitit gerade in der
Nihe des Lichtkegels den stirksten Einflul ausiiben
muf}. Dies gilt in gleicher Weise fiir Differentialglei-
chungen wie fiir Integrodifferentialgleichungen der be-
trachteten Art. In einer linearen Theorie ist der Anti-
kommutator selbst eine Losung der Differential- bzw.
Integrodifferentialgleichung. In einer nichtlinearen
Theorie ist dies zwar nicht mehr der Fall, aber man
kann Operatoren konstruieren, die dem Antikommuta-
tor eng verwandt und Losungen der Feldgleichung sind,
wenn die Feldoperatoren dies sind. Zum Beispiel ist im
Falle der nichtlinearen Spinortheorie (1) der Operator

ta(z ) =et ¥y (@) v +avyw ()]
> i) &= t[yy (@) av + av ys (27)]
~ ya(z) —ia, {ya(z) Pu(2) }
+iay {wala) Yo (@)} +... .

(a, ist ein beliebiger konstanter, mit yw und @’ anti-
kommutierender Spinor) als Funktion von z (bei belie-
bigem z") eine Losung von (1), wenn v (z) eine Losung
von (1) ist.

Zur Vorbereitung des quantentheoretischen Problems
ist es daher niitztlich, die klassischen Losungen der
Feldgleichung zu studieren, die fiir raumartige Abstinde
verschwinden. Insbesondere kann man durch einen ins
einzelne gehenden Vergleich einer linearen mit einer
nichtlinearen Feldgleichung untersuchen, wie es kommt,
daB die lineare Feldgleichung d- bzw. ¢’-Funktionen auf
dem Lichtkegel hervorbringt, wihrend die nichtlineare
Gleichung dort schwichere Singularititen anderer Art
erzeugt. Diese Untersuchung soll hier nur fiir eine nicht-
lineare Differentialgleichung, nicht fiir eine Integrodif-
ferentialgleichung der besprochenen Art durchgefiihrt
werden. Doch gibt das renormierte Lee-Modell gerade
das Beispiel fiir eine Theorie, in der eine Integrodiffe-
rentialgleichung der geschilderten Art gilt [ndmlich
Gl (221)] und in der die O-funktionsartigen Singulari-
taiten in den Vertauschungsrelationen ebenfalls aus-
geschlossen werden. Aus einem solchen Beispiel kann
zwar noch nicht gefolgert werden, dal} es grundsitzlich
keine Integrodifferentialgleichungen geben konnte, die
O-Funktionen auf dem Lichtkegel zulassen. Es miifite
dann in einer solchen Theorie wohl die Wechselwirkung
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selbst mit At — 0 verschwinden. Dies aber ist fiir die
wirklichen Materiewellen nicht zu erwarten, da die Viel-
facherzeugung von Elementarteilchen bei hohen Ener-
gien beobachtet wird.

Wenn man dies beriicksichtigt, kann man also zusam-
menfassend feststellen, dall es einerseits eine Differen-
tialgleichung oder eine Integrodifferentialgleichung der
betrachteten Art fiir die Feldoperatoren geben muf3, daf3
andererseits wohl weder die eine noch die andere Form
O-Funktionen auf dem Lichtkegel zuldfit. Die Beniit-
zung der indefiniten Metrik wird also im einen wie im
anderen Fall erzwungen. Der Fall der Differentialglei-
chung soll nun noch etwas ausfiihrlicher untersucht wer-
den, da sie von den beiden Moglichkeiten jedenfalls die
einfachere darstellt.

b) Die ,Fortpflanzungsfunktionen® nichtlinearer
Wellengleichungen

Im folgenden soll die Gleichung

Vv 527 v+Ey(py) = (223)
ausfiihrlich untersucht werden, da nur fiir diese Glei-
chung bisher das Verhalten der klassischen Losungen
genauer studiert worden ist (Z. Naturforschg. 9 a, 292
[1954]). Die Bezeichnungen schlieflen sich an die eben
zitierte Arbeit an.

cu=—(y2+3ysin2y) siny —

cv=(y*+3ysin2y) cosy—

angegeben worden, die sich auch — unter Vernachléssi-
gung von Gliedern der Ordnung 1/c — in der Form
&2 s

d? d .
= Vs cos( —In 50) 5 Be= Ve sin (2& In 50) (231)
schreiben liell, wobei die Konstante d an die Stelle von
c tritt.

Fiir das Folgende brauchen wir eine Darstellung, die
nicht nur in der Umgebung von s=~s,, sondern im
ganzen Gebiet 0 < s < s, brauchbar ist, sofern nur

d?[sg>1. (232)
Aus der bisherigen Darstellung ist nicht ersichtlich, ob
fiir Werte von (sy—s) /sy von der GréBenordnung 1 das
Argument der Winkelfunktionen (d?/2s) In (s/s,) oder
(d?/2 s) In (s/sy) oder etwa (d?/s)) — (d?/s) usw. lau-
ten soll, da fiir (sy—s)/sy < 1 diese drei Ausdriicke in
der Ndherung von (231) miteinander iibereinstimmen.

Um diese Frage zu entscheiden, kann man zunichst
versuchsweise die Gln. (233) ansetzen:

fi= 31/3 [(1+a) sinn+sin3n];

H.-P. DURR, W.HEISENBERG, H.MITTER,
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Es sollen Losungen erortert werden, die sich in der
Form

@) =[zyx6)+e@)]a

s=—uzx,2

(224)
mit

schreiben lassen, wobei a ein konstanter Spinor ist;
7(s) und @(s) sind skalare Funktionen von s.

Die Wellengleichung (223) geht iiber in die beiden
Gleichungen (vgl. 1. c.?):
4dr+2sy+A@(sy’+¢?) =0

—2¢ +A4 (s 2 +¢?) =0,

A=Pa*fa)=Paa. (226)

In der fritheren Arbeit wurde gezeigt, da3 alle Losun-
gen (mit Ausnahme einer besonderen, hier nicht weiter
interessierenden Losung) fiir kleine Werte von s ein
oszillatorisches Verhalten zeigen. Dieses Verhalten soll
zunéchst noch etwas genauer untersucht werden.

In der Umgebung eines Punktes s=s, war, unter
Beniitzung der Abkiirzungen

(225)

wobei

z=Ins, = (*/2) (z—z,), c=const (227)
die Niherungsdarstellung fiir |c¢|>1:
1@ =0 o) =i VAL, (228)
f=ccosy+u, g=csiny+v, (229)
(y+%sin 2 cosy—2ysi
isin2y) (cosy—2ysiny), (230)
(J+3sm2y) (51ny+2 y cos y)
d d?
f(s) = 75005 (5; +<5) +f1(s)
()=~ sin (5 +0) +a(9) (233)
g === VS sin 925 £ 81 ’

wobei 0 eine konstante Phase ist und f;(s) und g, (s)
klein von der Ordnung }/s/d sein sollen.
Geht man mit diesem Ansatz in die Gl. (225) ein
und setzt
n=(d?/2s) +4, (234)
so folgen fiir f; () und g;(7) unter Vernachldssigung
hoherer Glieder die Gleichungen:

_fifL_flsm27;+g,(2—cos2n) =—; 12 cos 7,
3 Vs
_,J-{-glsm2n—f1(2+cos2n) 27175””7
(235)

Da wegen d?/2s>1 die GroBle 0 als Funktion von s
sehr viel rascher verinderlich ist als }/s/d, kann man
Vs/d als niherungsweise konstant annehmen und erhilt
als Losung von (235):

S et
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a ist eine Integrationskonstante.

Die GroBen f,(s) und g;(s) bleiben also tatsdchlich
im ganzen Gebiet 0 < s <'s, klein von der Ordnung
Vs/d ; der Ansatz (233) stellt daher eine im ganzen
Gebiet (und nicht nur in der Umgebung s = sy) brauch-
bare Ndherung dar.

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir iiber zu der
Frage nach dem Verhalten der Fortpflanzungsfunktio-
nen auf dem Lichtkegel. Um den Unterschied zwischen
einer linearen und einer nichtlinearen Wellengleichung
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und die Wellengleichung (223) durch. Im folgenden
bezieht sich die linke Spalte stets auf die Dirac-Glei-
chung (237), die rechte auf die nichtlineare Wellen-
gleichung (223).

Die Ausgangsgleichungen bei Beniitzung des Ansat-
zes (224) lauten also:
4x+2sy +x@=0, 4y+2sy)+Ap(s2+¢?) =0

—2s@ +xx=0. —2s@' +Ax(sg2+¢?) =0

moglichst deutlich hervortreten zu lassen, fiihren wir (238)
die Rechnungen gleichzeitig fiir die Dirac-Gleichung Fiir die Fortpflanzungsfunktionen soll
y’é;w+xw:0 (257) 2(s) =@(s) =0 seinfiir s<<0.
Fiir positive s gilt dagegen
nach (228) und (233):
_ i V9 g B —_ AVl -, ( )
(P(s)——;vg , z(s) = & @ (s) 4 sin +4 ,
d
—— =5/ ol
(ein willkiirlicher konstanter Faktor ist weggelassen; x2(s) = Vi4] SR8 (2 5 +6)+' olei (239)
J; bedeutet die BesseL-Funktion) &2
furE; > 1 "

Um die Konsequenzen der Differentialgleichungen fiir die Stelle s=0 zu erkennen, integriert man diese Gleichun-
gen von einem sehr kleinen negativen Wert von s iiber die Stelle s=0 hinweg zu einem sehr kleinen positiven Wert

So . Man erhilt so die Randbedingungen:

230%(50)=—/(2Z+"(P) ds,

Se

v =5 [2ds.

2 5 7(50) —/ 2r+Adp(sy+e?]ds,

4 (240)
@ (s0) = E/X(sz-’r(pz) ds.

Durch Einsetzen aus (239) ergibt sich, unter Vernachldssigung von Gliedern, die fiir hinreichend kleine Werte von

so sehr klein gegen die Hauptglieder werden:

So So
[@r+xg) ds=o, [ras= .

1 2 &
also x(s):;d(s)—l—...; <p(s)=—;z—6(s)+...
und daher schlieBlich

a»(s)———»,a()+(’1"“/”) fir 530,
2 de
%(s) = ;E

2

- d?
So ! cos (J
So

2l +)

| = - [R21+A9@r+e7]ds,

——— S
= Qﬂﬂl o~ sin( +6) <. /x(sx +¢?) ds.

Setzt man die Hauptglieder aus (239) in die rechten
Seiten ein, so wird

So

[2x+A@GsrZ+ed)]ds

d

2s +6)

—d* s 'l"sin (ﬁ —f—(S)J ds
2s

~

i ~ = B
‘ VIA V4] So~ M cos (2 N +6) + Glieder,

die mit sy — 0 verschwinden, sofern das Integral iiber
die oszillierenden Funktionen als ABeLscher Grenzwert
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Die Randbedingungen (240) erzwingen also das Auftre- |
ten der O- bzw. &-Funktion, und zwar gerade mit dem |
aus der iiblichen Theorie bekannten Zahlenfaktor.

Wihrend demnach in der linearen Theorie die 0- bzw.
o’-Funktionen auf dem Lichtkegel eine unmittelbare
Folge der Annahme sind, daBl die Differentialgleichun-
gen im Sinne der Randbedingungen (240) auch hier
noch erfiillt sein sollen, fiihrt die gleiche Schlulweise
bei der nichtlinearen Gleichung zu dem Ergebnis, dal}
solche o-Funktionen nicht vorhanden sein diirfen.

Die Beniitzung der AseLschen Grenzwerte in den
Integralen der nichtlinearen Theorie bedarf allerdings
noch einer genaueren Analyse. Der ABeLsche Grenzwert
ist hier in der Weise definiert, dal dem zunichst nicht

konvergenten Integral] p(s) ds [wobei p(s) eine bei
0

s=0 stark oszillierende Funktion bedeutet] ein be-
stimmter Sinn gegeben wird, indem man es etwa durch
den limes o — 0 des konvergenten Integrals

f e~ p(s) ds
0

ersetzt. Man kann hier auch andere, verwandte Grenz-
werte benutzen; z. B. wiirde der Grenzwert

8, 8y
—als? s

e~ p(s) ds / P ds

0

lim

a—0

lim oder

a—0

zum gleichen Ergebnis fiithren.

Man kann nun, um den Unterschied der linearen und
der nichtlinearen Theorie klar herauszuarbeiten, die
Differentialgleichung (die im folgenden in der Form
D (s) =0 abgekiirzt werden moge) in drei verschiedenen
Formen anschreiben; ¢(s) sei dabei irgendeine zwischen
s; und s, glatte Funktion:

) D)=0; b) [a(s)DGs)ds=0;

li -
c) Sy q(s) -

Sy

S
S D(s) ds=0

(s; und s, sind beliebige Werte). In bezug auf diese
drei Formen zeigen die diskutierten Losungen folgendes
Verhalten: Die Giiltigkeit der Form a) kann an der
Stelle s=0 weder in der linearen noch in der nicht-
linearen Theorie entschieden werden, da die Differential-
quotienten an der kritischen Stelle s =0 nicht existieren.
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aufgefalit wird. Die Bedeutung dieses Grenzwertes wird
weiter unten noch besprochen werden.
Unter den gleichen Voraussetzungen wird

So Sy
A o o aq. dVIA| [ & v, [ d )
2/1(3;{ +({/)ds——--A—r ) s co:(zs—f—é ds

~_ 4V Iso"’/‘sin('d~ +6).
2s

Die Randbedingungen (240) sind also bereits ohne zu-

sitzliche O-Funktionen erfiillt; die Annahme solcher

O-Funktionen wiirde die Giiltigkeit der Randbedingun-

gen zerstoren.

Die Form b) gilt in der linearen Theorie, wenn man
die iibliche Losung mit den o- und o-Funktionen ein-
setzt; ihre Giiltigkeit in der nichtlinearen Theorie ist
dagegen unentscheidbar, weil die Integrale rechts iiber
den Punkt s=0 hinweg nicht existieren.

In beiden Theorien gilt die Form c¢). In der linearen
Theorie wiirde c) allerdings nicht ohne weiteres aus-
reichen, die O-funktionsartigen Anteile in der Losung
zu ermitteln, da diese durch den Faktor s/(a+s) unter-
driickt werden. In der nichtlinearen Theorie jedoch ge-
niigt die Form c¢), um das Vorhandensein von d-Funk-
tionen auszuschliefen. Denn in der nichtlinearen Theorie
wiirde, wenn ¢ oder y O-Funktionen enthalten, in (240)
die dritte Potenz einer d-Funktion auftreten; diese kann
aber durch den Faktor s/(a+s) nicht unterdriickt wer-
den. Definiert man die d-Funktion z. B. durch

'—i fir 0<<s<e

d(s) = lim
]0 sonst,

(—>0)

so wird

/ﬁ‘faa(s) dse T8,
s+a (e—>0) 2¢a

Definiert man statt dessen

1

1 . o g
3= Bm 12 T —EEEHE,

-0

el 0 sonst,
so wird

5
,,S, 3 - . ds( - S) S _ 1

/s—{—zé (5) dS—(EIl_l:l'tﬂ a } o) 83 24 a2 *

-t

Auf jeden Fall wiirde ein Beitrag iibrig bleiben, der
von Null verschieden und im limes @ — 0 sogar unend-
lich wire. Ein solcher Beitrag darf aber nach den vor-
hergehenden Rechnungen nicht auftreten; die O-Funk-
tionen miissen daher ausgeschlossen werden.

Es gibt also fiir jede der beiden Theorien integrierte
Formen der Wellengleichung, mit deren Hilfe man der
Forderung, die Wellengleichung solle im ganzen Raum
gelten, einen eindeutigen Sinn geben kann. Diese inte-
grierten Formen b) bzw. ¢) sind in den beiden Theorien
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zwar nahe verwandt, aber nicht identisch. Die entspre- Stelle z=y=...=0 entspringt. Es muf} also noch ermit-
chenden Losungen enthalten bei der linearen Theorie telt werden, wie der Ubergang vom Vergangenheits- zum
0- und ¢’-Funktionen auf dem Lichtkegel, in der nicht- Zukunftskegel in @ und y bewerkstelligt werden muB,
linearen Theorie fehlen solche Beitrége. damit auch an der Stelle z=y=...=0 die Differen-

Es miissen nun noch die Verhiltnisse in der Nihe tialgleichung im Sinne einer geeigneten Randbedingung
des Punktes z=y=2z=t=0 untersucht werden. Be- befriedigt wird. Fiir diese Frage kann man die Gl. (238)
kanntlich geniigt die Scuwincersche Funktion 4, die bei  nicht verwenden, sondern muf} von der Grundgleichung
Vorzeicheninderung der Zeit ihr Vorzeichen wechselt, (223) bzw. (237) ausgehen. Es ist zweckmiBig, zundchst
der homogenen Wellengleichung bzw. der entsprechen-  (223) bzw. (237) bei konstanter Zeit iiber den ganzen
den Randbedlngung, wihrend die in der Zeit gerade Raum zu integrieren. Dabei kann man von der Bezie-
Funktion 4 aus einer O-funktionsartigen Quelle an der hung

t+e

f(p(s) dz dy dz—47zfr2dr<p(t2—r2) —27tfds Vit—s@(s) (241)
(&—0)

Gebrauch machen. So entsteht aus (231) bzw. (223):

2 Al ‘ t* i
Tid;(t/dsl/t2—sx>+fdsl/t2—8%¢=0y | 2 (t/dSVtz—sx>+A/dsl/t2:¢(sx2+cv2) ~0,

2 * 2 2
%/ds]/?:np—xtfdsl/tz—sx=0. %/ds Vl2—stp—At/dsV;2Tsx(sxg+<P2)=0

Durch Integration der ersten der beiden Gleichungen iiber die Zeit von einem kleinen negativen zu einem kleinen
positiven Wert von ¢ folgt:

(o] o) (o) o)

+ o ‘
= /dtfdsxqo]/zz—s=0. ‘ =4 fdtfdsl/ﬂ—scp(sxz-i—(pz) =0.

| t!
Da tf ds Y2 —s x(s)— 0 fiir t— 0, wie man durch
t/ds Ve—sd'(s) = _ A | Einsetzen von (239) unmittelbar verifizieren kann, ist
2|¢| | Gl (243) (im Sinne des Aserschen Grenzwerts) auf
jeden Fall erfiillt, unabhéngig davon, mit welchem Vor-
ist, ergibt sich aus (243), daB das Vorzeichen der | zeichen y und @ in Vergangenheit und Zukunft genom-
o’-Funktion (und damit auch der iibrigen Ausdriicke) | men werden.
in Vergangenheit und Zukunft mit entgegengesetztem
Vorzeichen genommen werden mull, wenn die Wellen-
gleichung im Sinne der Randbedingung (243) an der
Stelle z=y=...=0 erfiillt sein soll.

Da %(s) den Anteil — (4/x%) 6’ (s) enthélt und
"

Wihrend in der linearen Theorie nur die Funktionen den friiheren Arbeiten gezeigt wurde — noch eng ge-
A bzw. S, nicht aber 4 und S der homogenen Wellen- nug, um die Annahme plausibel zu machen, dafl die
gleichung bzw. der sie ersetzenden Randbedingung ge- beiden Funktionen sich qualitativ dhnlich verhalten.
niigen, befriedigen also in der nichtlinearen Theorie Wenn man diese Annahme macht, so enthalten die hier
beide Funktionen (die 4 und 4 entsprechen) die Wel- durchgefiihrten Rechnungen die Begriindung dafiir, daB}
lengleichung bzw. die aus ihr folgende Randbedingung die Vertauschungsfunktionen in der nichtlinearen Theo-
ohne ein zusitzliches inhomogenes Quellenglied. rie keine O-Funktionen auf dem Lichtkegel enthalten

In der linearen Theorie ist die Fortpflanzungsfunk- dirfen und dal in den 7-Gleichungssystemen auf der
tion (der propagator) mit der Vertauschungsfunktion rechten Seite keine Quellenterme vom d-Funktionstypus
(dem commutator) praktisch identisch. In der nicht- auftreten konnen. Dieses Verhalten kann nur im Rah-
linearen Theorie ist der Zusammenhang zwischen diesen ~men einer indefiniten Metrik im HiLserr-Raum vor-
beiden Funktionen nicht ganz so eng; aber — wie in kommen.



